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Sur  l'emploi  des  équations  de  Lagrange  dan. s   la   théorie 
da    choc   et   des  percussions; 

Par   RI.    Pau.  APPELL. 


I.  Dans  le  Messenger  of  Mathematics  (t.  IV,  1867),  M.  Nivcn 
a  montré  comment  les  équations  de  Lagrange  peuvent  être  employées 
utilement  pour  l'étude  des  percussions  :  la  même  question  a  été  traitée 
par  M.  Routh  (Rigid  Dynamics,  ier  Volume).  Mais  la  méthode 
>ui\  te  par  ces  ailleurs  peut  être  perfectionnée,  car  les  équations  qu'ils 
donnent  contiennent  encore  des  percussions  de  liaison  provenant 
des  liaisons  nouvelles  introduites  brusquement  au  momenl  du  choc. 
Os  équations  ne  répondent  donc  pas  entièrement  au  but  poursuivi 
par  Lagrange,  qui  est  d'obtenir  des  équations  ne  contenant  pas  les 
forces  de  liaison.  Nous  allons  montrer  comment  on  peut  atteindre  ce 
but,  en  suivant  une  méthode  que  nous  avons  indiquée  sommairement 
dans  [es  Comptes  rendus  (t.  CXVI,  189'L  p.  i483). 
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2.  Imaginons  un  système  en  mouvement  dans  lequel  les  liaisons 
ont  lieu  sans  frottement.  La  manière  la  plus  générale  de  concevoir 
un  choc  ou  une  percussion  sur  ce  système  paraît  être  la  suivante  :  à  un 
infant  donné  /„,  on  introduit  brusquement  de  nouvelles  liaisons  dans 
le  système  et,  en  même  temps,  on  supprime  brusquement  certaines 
liaisons  anciennes.  Le  mouvement  du  système  est  alors  troublé;  il  se 
produit  des  percussions  entre  ses  différentes  parties,  et,  dans  un  inler- 
valle  de  temps  très  court  /,  —  /„,  les  vitesses  des  différents  points 
du  système  subissent  des  variations  finies,  sans  que  le  système  change 
sensiblement  de  position;  en  outre,  l'action  des  forces  ordinaires 
telles  que  la  pesanteur  peut  être  regardée  comme  négligeable  pendant 
l'intervalle  de  temps  /,  —  /„,  de  sorte  que  les  changements  brusques 
de  vitesses  survenus  dans  cet  intervalle  sont  dus  uniquement  au\  per- 
cussions cpii  se  produisent  sur  les  différentes  parties  du  système,  en 
vertu  des  liaisons  imposées  à  ces  parties. 

Nous  ne  nous  occuperons  ici  que  de  la  première  approximation  qui 
consiste  à  regarder  le  système  comme  immobile  pendant  le  temps 
très  court  /,  —  /„  et  à  regarder  comme  nulles  les  actions  des  forces 
ordinaires,  autres  que  celles  qui  produisent  les  percussions. 

Tout  d'abord  nous  ferons  une  classification  des  liaisons  cpii  exis- 
tent au  moment  où  le  choc  se  produit,  c'est-à-dire  à  l'instant  /„.  Il  est 
entendu  que  le  choc  est  terminé  cl  a  produit  tous  ses  effets  à  l'in- 
stant /,,  extrêmement  rapproché  de  /„. 

5.  Les  liaisons  qui  existent  au  moment  du  eboe  peuvent  être  de 
deux  espèces  :  les  unes  sont  persistantes,  les  autres  ne  le  sont  pas. 
Nous  appellerons  persistantes  les  liaisons  cjui,  existant  au  moment  du 
choc,  existent  encore  après,  de  telle  sorte  que  le  déplacement  réej 
qui  suit  immédiatement  le  choc  soit  compatible  avec  ces  liaisons.  Au 
contraire,  les  liaisons  non  persistantes  sont  celles  qui,  existant  au 
moment  du  choc,  n'existent  pas  après;  le  déplacement  réel  qui  suit 
immédiatement  le  choc  n'est  pas  compatible  avec  ces  liaisons. 

D'après  cela,  les  liaisons  existant  au  moment  du  choc  peuvent  être 
classées  dans  les  catégories  suivantes,  qui  s'excluent  : 

i°  Liaisons  existant  avant,  pendant  et  après  le  choc; 

■>."  Liaisons  existant  pendant  et  après,  mais  non  avant; 
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3°  Liaisons  existant  avant  el  pendant,  niais  non  après; 

4°  Liaisons  existant  seulement  pendant  le  choc,  mais  n'existant  ni 
avant  ni  après. 

Les  deux  premières  catégories  contiennent  des  liaisons  persistantes, 
les  deux  antres  des  liaisons  non  persistantes. 

Par  exemple,  dans  le  pendule  balistique,  le  pendule  est  mobile 
autour  d'un  axe  fixe;  cette  liaison  existe  avant,  pendant  et  après  la 
percussion  ;  le  boulet,  primitivement  indépendant  du  pendule,  vient 
brusquement  faire  corps  avec  lui;  on  a  ainsi  une  nouvelle  liaison  dont 
la  brusque  réalisation  produit  le  choc  etqui  existe  pendant  et  après  le 
choc,  mais  non  avant.  Quand  deux  corps  élastiques  se  choquent,  une 
liaison  est  brusquement  introduite  dans  le  système  des  deux  corps,  car 
leurs  surfaces  sont  venues  en  contact;  les  deux  corps  se  séparent  en- 
suite; <ui  a  ainsi  une  liaison  existant  pendant  la  percussion,  mais 
n  existant  ni  avant,  ni  après.  Enfin  imaginons  deux  points  reliés  par  un 
lil  inextensible  et  lancés  en  l'air.  Supposons  qu'on  saisisse  brusquement 
I  un  des  deux  points  et  qu'à  ce  moment  le  lil  se  rompe,  alors  on  voit 
qu'une  liaison  a  été  brusquement  introduite  d'une  façon  persistante, 
car  un  des  points  devient  et  reste  fixe;  en  même  temps  une  liaison, 
existant  avant  le  choc,  n'existe  plus  après,  car  le  lil  s'est  rompu;  cette 
liaison  rentre  dans  la  troisième  catégorie. 

I.   Occupons-nous  maintenant  des  expressions  analytiques  de  ces 

diverses  liaisons. 

i"  Liaisons  de  la  première  catégorie.       Envisageons  d'abord  les 

liaisons  qui  existent  avant,  pendant  et  après;  en  vertu  de  ces  liaisons. 
la  configuration  du  système  dépend  de  k  paramètres,  géométrique- 
ment indépendants,   q,,  q2,  ...,  ?A,  et  la  demi-force  vive  T  est   une 

Jonction  du  second  degré  des  dérivées  q\,  q, ,  q'h  par  rapport  au 

temps.  Dans  l'intervalle  de  temps  très  court  /,  —  /„,  que  dure  le  choc, 
les  quantités  q\,  q  '„,  ...,  q'ki  qui  définissent  l'état  des  vitesses,  passent 
brusquement  des  valeurs  connues  (q\  )„,  (  q[2  )„,...,(  q\  )„,  qu'elles  pos- 
sèdent au  moment  où  le  choc  se  produit,  à  d'autres  valeurs  (q\  ),, 
(Yî)n  •••>  (?*).)  tandis  que  les  paramètres  q,,  q.,,  ...,qk,  qui  défi- 
nissent la  position,  ne  changent  pas  sensiblement  de  valeurs.  Comme 
nous  I  avons  dit,  nous  ne  cherchons  que  la  première  approximation. 
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qui  consiste  à  regarder  l'intervalle  /,  —  /„  comme  négligeable  el  à 
supposer  que  les  //'.,  changenl  subitement  de  valeurs  sans  que  les  y., 
changent. 

2°  Liaisons  des  deuxième,  troisième,  quatrième  catégories.  — 
Passons  maintenant  aux  liaisons  des  trois  autres  catégories  qui  vien- 
nent s'ajouter  à  celles  que  nous  venons  de  considérer. 

Nous  pouvons  toujours  supposer  que  les  liaisons  «le  la  deuxième 
catégorie  |  liaisons  avant  lieu  pendant  el  après,  mais  non  avant  la  per- 
cussion )  soni  exprimées  par  les  relations 

q,=o,         q2  =  o,         ....         qa  =  o         (a  <  k); 

celles  de  la  troisième  (existant  avant  et  pendant  et  non  après),  par  les 
relations 

7«+.  =  o,  qa+i  =  o,  ....  qb  =  o         (b  <  k  )  : 

enfin  celles  de  la  quatrième  (  existant  pendant,  mais  n'existant  ni 
avant,  ni  après)  par  les  relations 

'/*+,  =  o,  qi+v  =  o,  . . . ,  qe  =  o         (c  <  k). 

V.n  effet,  des  liaisons  quelconques,  imposées  au  système  dont  la  con- 
figuration est  définie  par  les  k  paramètres  q,,  q2,  ...,  qk,  s'expriment 
toujours  par  des  relations 

?i(?n  ?!»•■■>  7a)  =  0, 


»»(?(,  7= ?*)  =  «  I  n  <  A ■). 

Si  l'on  fait  un  changement  de  variables  en  prenant  pour  nouveaux 

laramètres,  à  la  place  de  y,.  q2 y„,  les  quantités 

l>,  =?t(7n  ?2 ?*)> 
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les  nouvelles  liaisons  imposées  au  système  s'exprimeronl  évidemmenl 

par 

p,=o,         p-=o,  ...,         /»«=o. 

<  '.'est  ce  choix  de  variables  que  nous  supposons  qu'on  ait  réalisé. 

Il  va  de  soi  que  si  les  liaisons  d'une  catégorie,  par  exemple  de  la 
quatrième,  n'existent  pas,  le  nombre  entier  appelé  c  est  égal  à  A;  si 
celles  de  la  troisième  n'existenl  pas,  J>  =  a. 

D'après  la  définition  même  des  catégories  de  liaisons,  les  variables 
</,.  qit  ...,  qa  sont  différentes  de  zéro  avant  le  choc,  ainsi  que  leurs 
dérivées  (g\)oj  (</>)o>  ■••>  (S'â)o)  in;iis  ces  variables  étant  assujetties 
ensuite  à  rester  nulles  pendant  et  après  le  eboe,  les  valeurs  finales 

(?',)n  (//,)<>  •■••  (?'«)<  sonl  ""ll,,s- 

De  même  les  variables  y„, ,  qb  sont  nulles  avant  el  pendant,  non 

après  :  les  valeurs  initiales  de  leurs  dérivées  (>/],  t  ) ,  (q't,)o  sont 

doue  nulles,  tandis  que  les  valeurs  finales  (q'a+l),,  ■■■-,  (qb),  ne  le 
sont  [>as. 

Enfin,  comme  qb+, qe  ne  sont  assujetties  à  être  nulles  ni  avant 

ni  après,  leurs  dérivées  q'b  ,,  q'b+i,  ...,  q'c  ne  sont  nulles  ni  avant,  ni 
après  le  choc. 

Voici  comment  on  peut  former  des  équations  entre  ces  différentes 
grandeurs,  par  la  méthode  de  Lagrange. 

,\.  Pendant  l'espace  de  temps  t,  —  t0,  nous  pouvons  regarder  les 
liaisons  des  trois  dernières  catégories  comme  n'existant  pas,  à  condi- 
tion d'appliquer  au  système  les  forces  provenant  de  ces  liaisons.  Les 
équations  du  mouvement  sonl  alors,  d'après  le  principe  de  d'Alemberl 
et  la  transformation  de  Lagrange,  résumées  par  la  formule 

V  =  I  V  =  1 

Si  les  Syv  sont  arbitraires,  le  second  membre  contient  les  travaux 
virtuels  des  forces  provenant  des  liaisons  des  trois  dernières  catégories 
qui  toutes  existent  pendant  le  temps  t,  —  /„.  Mais  nous  éliminerons 
ers  dernières  forces  de  liaison  en  supposant  que  le  déplace  tn  c  ni 

Journ.  de  Math.  (5'  série),  tome  II.  —  Fasc.  I,  r8g6.  2 
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virtuel  Iq ,.  oc/.,  .  ..,  o\/„  esl  compatible  avec  toutes  les  liaisons  avant 
lieu  au  momenl  du  choc,  c'est-à-dire  en  supposant  $q{,  $q2,  ...,  oqt!,  .... 
$q6,  . ..,  Sqc  nuls,  les  variations  8qc+,,  $qc+2>  •  ••,  Sy*  étant  seules  difië- 
rentes  de  zéro  cl  arbitraires.  L'équation  (  i)  se  décompose  alors  en  les 
À"  —  c  suivantes  : 

où  ne  figure  plus  aucune  force  de  liaison. 

Comme  les  variations  brusques  de  vitesses  sont  produites  par  les 
seules  forces  de  liaison,  qui  sonl  devenues  très  grandes  pendant  le 
temps  très  court  /,  —  t0,  les  quantités  Qc+I,  Qc+2,  -•-,  Qa,  qui  pro- 
viennent  uniquement  des  forces  ordinaires  directement  appliquées 
telles  que  la  pesanteur,  restent  finies  pendant  la  durée  /,  —  /„  du  choc; 

les  quantités  ^ —  restent  également  finies,  car  les  variables  q  conservent 

des  valeurs  déterminées  et  les  q  des  valeurs  finies.  Si  donc  on  multi- 
plie les  deux  membres  de  chaque  relation  (2)  par  dt,  et  si  Ton  intègre 

dans  l'intervalle  très  petit  /,  —  /„,  les  intégrales  provenant  de  ^—  et  Qa 
sonl  négligeables,  et  Ton  obtient  les  équations 

(&).-(&).=•     <.««-.-"."■.*>• 

La  notation  \-t-t  )   désigne   la  valeur  que  prend  -r-r  après  le  choc, 

\Oqa    1  "Ça. 

et  (-tt)   la  valeur  que  possède  cette  dérivée  avant.  Dans  ces  deux 

valeurs,  qn  q2,  ...,  qk  sont  les  mêmes,  car  le  système  est  regardé 
comme  immobile  pendant  la   durée   i,—  t0  du  choc;   de  sorte   que 

(  _  j    et  (  j-r  )   ne  diffèrent  que  par  les  valeurs  de  q\ ,  q',,  ....  q',,  qui 

passent  des  déterminations  (q\)0,  (q'2)o>  ■  -i  (?'*)o  aux  déterminations 

(?'.  >u  (y'i) »(•?*)<• 

•  Comme  T  est  du  second  degré  par  rapport  aux  q  ,  les  équations  (3  ) 
sont  linéaires  et  homogènes  par  rapport  aux  A  différences 
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Dans  ces  équations,  qt,  q2 qk  ont  les  valeurs  qui  correspondent 

à  la  position  du  système  au  moment  du  choc,  de  sorte  que  qt,  y_, 

q„>  qa+ qt,  '// </,  sonl  nuls.  qe  qk  ayant  des  valeurs 

connues.  Les  quantités  (q\ )0,  (q'»)o c/h  )B  sont  connues;  parmi 

elles,  (q'a  ,  i„.   <  y„  _,  \, (q'b)0   sont  nulles.   Les  quantités  (q\),, 

(q'2), (Sr*)i    s"nl    '*'s   inconnues;   parmi  elles,   (q\),,  (q'î)i 

(q'a),  sont  nulles,  car  les  liaisons  y,  =  o,  y2  =  o $,a=o  sonl 

persistantes. 

il  reste  donc,  en  définitive,  (/c  —  a)  inconnues  (>/„,,),,(</„,.,),, 
i  y,..,  », ,  '-I  l'on  a,  entre  ces  inconnues,  les(/f  —  c)  équations  linéaires  (3) 
i  c   a  i. 

Le  nombre  des  inconnues  est  donc  eu  général  supérieur  à  celui  des 
équations.  Pour  achever  de  déterminer  le  problème,  il  faut  faire  des 
hypothèses  particulières,  tirées  de  considérations  d'élasticité  par 
exemple,  sur  ce  qui  se  passe  après  le  choc.  On  a  de  c.'  l'ail  un  exemple 
élémentaire  en  prenant  le  choc  direct  de  deux  corps  sphériques  et  en 

écartant  le  cas  où  les  corps  sont  parfaitemenl   i>;  alors  la  liaison 

brusquement  introduite  ne  persiste  pas  après  le  choc,  car  les  deux 
sphères  se  séparent.  La  Mécanique  rationnelle  fournit,  entre  les 
\iirvsc.  ilr-  deux  sphères  après  le  choc,  ////>■  seule  équation  expri- 
mant que  la  vitesse  du  cri  m  m-  de  gravité  com n'a  pas  changé.  <  >n 

obtient  la  seconde  équation  par  des  considérations  d'élasticité  :  ainsi, 
en  supposant  les  sphères  parfaitemenl  élastiques,  on  écrit  que  la  force 
vive  totale  est  la  même  après  et  avant  le  choc.  Nous  allons  traiter 
quelques  exemples  parnotre  méthode,  enremarquanl  «pie  le  problème 
est  complètement  résolu  par  les  équations  i  !  |  toutes  les  fois  que  c  =  a, 
c'est-à-dire  que  les  liaisons  des  troisième  et  quatrième  catégories 
n'existent  pas,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  toutes  les  fois  que  les 
liaisons  existant  au  moment  du  choc  sont  toutes  persistantes. 

6.  Règle.  —  On  peut  résumer  les  équations  (3)  en  disant  qu'elles 
expriment  la  propriété  suivante  : 

Les  dérivées  partielles  de  T. par  rapporlaux  dérivées  de  ceux  des 
paramètres  qui  ne  sont  pas  assujettis  à  s'annuler  au  moment 
du  choc,  ont  les  mêmes  valeurs  avant  et  après  le  choc. 
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7.  Exemple  I.  —  Choc  direct  de  deux  sphères.  —  Soient  deux 
sphères  de  rayons  R,  et  lu  et  de  masses  m,  et  nr2  dont  les  centres  se 
meuvent  sur  une  droite  fixe  Ox.  Les  deux  sphères  sont  supposées 
animées  de  mouvements  de  translation.  Appelons xt  étales  abscisses 
des  centres  des  deux  sphères;  la  position  du  système  dépend  des  deux 
paramètres  x,  et  x2  ;  au  moment  du  choc,  une  nouvelle  liaison  est 
brusquement  introduite  :  cette  liaison  s'exprime  par  l'équation 

x2  —  x ,  —  R ,  —  R3  =  o , 

qui  signifie  que  la  distance  des  centres  égale  la  somme  des  rayons. 
Pour  définir  la  position  du  système,  nous  prendrons  les  deux  para- 
mètres 

qt  =  xt,  q2  =  x2  —  x,  —  R,  —  R,, 

•  le  manière  que  la  liaison  brusquement  introduite  s'exprime  par 
y2=  o.  On  a  alors 

T  =  .7 (m, ./-,"  +  m2x'2 )  =  5  [m,  q"~  +  ma  (q\  -+-  q'2  )-  \. 

La  théorie  précédente  fournit  alors  l'équation  unique 

(*L\   -  fIL\  - 

[dq'J,  W,/._     ' 

car  q,  ne  s'annule  pas  au  moment  du  choc,  tandis  que  la  variable  q2 
est  assujettie  à  s'annuler.  On  a,  en  faisant  le  calcul, 

>»<  [(?',).-  (SO»] +  "»•[(?'« )i  +  (?»)i  -  (?'.)o-  (?'2)o]  =  o. 

C'est  là  l'équation  unique  fournie  par  la  théorie.  Elle  exprime 
que  la  somme  des  projections  des  quantités  de  mouvement  sur  Ox 
n'a  pas  varié.  Pour  achever  de  déterminer  (</,),  et  (q'2)t,  il  faut  faire 
des  hypothèses. 

Si  les  corps  sont  parfaitement  mous,  ils  restent  au  contact.  La 
liaison  brusquement  introduite  est  permanente.  La  variable  q2  reste 
nulle  après  le  choc;  donc,  sa  dérivée  i  y,  ),  après  le  choc  est  nulle. 
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Alors 

(m,  4-  m.,)(q\),  =  m,  (q\)0+ m,  [(g\)0 -+-  (?'2)0], 

c'est-à-dire,  en  revenant  aux  s,  et  ./_., 

,,  -,    __  m,^  )0-hmi(x"2)0 

8.  Exemple  II.  —  Pendule  balistique.  —  Considérons  le  plan  ver- 
tical dans  lequel  se  meut  le  boulet  d'un  mouvement  de  translation,  et 
prenons  pour  origine  la  trace  de  l'axe  de  suspension  sur  ce  plan. 
Soient  r  et  a  les  coordonnées  polaires  du  boulet,  0  l'angle  d'écart  du 
pendule  avec  la  verticale.  La  position  du  système  dépend  des  trois 
paramètres  /•,  a  et  0.  Au  moment  du  choc,  le  boulet  fait  corps  avec  le 
pendule  et  ne  peut  plus  que  tourner  avec  lui.  Donc  /•  devient  une 
constante  a  et  a  devient  égal  à  0. 

Nous  prendrons  comme  nouveaux  paramètres 

y,  =  0,  q2  =  r  —  a,  q3  =  0  —  a, 

de  façon  que  les  liaisons  brusquement  introduites  s'expriment  par  les 
équations 

q,=  o,  q3  =  o. 

On  a  actuellement,  pour  la  demi-force  vive  totale  du  système, 

T  =  i[I0'2  +  m  (r'2-t-  ;-2a'2)] 

=  H1??  -+-  mq'l  +  "i(q2  -+-  a)-  (q\  -  q'3)-\, 

où  I  est  le  moment  d'inertie  du  pendule  par  rapport  à  l'axe  de  sus- 
pension et  par  suite  I0'2  la  force  vive  du  pendule. 

Les  liaisons  introduites  s'exprimant  par  q.,  =  o,  q3  =  o,  il  y  a  une 
seule  équation  à  écrire,  celle  qui  se  rapporte  à  la  variable  q,,  qui  n'est 
pas  assujettie  à  s'annuler  au  moment  du  choc, 

\àq'J,         \àq\ 
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Cette  équation  est 

l[(S,',)«-  (y.  )o]-+- «*(?!  + «)'[(?'.  I,  -   (£),  -  (7.  >o  +  (Y,  >o]  =  o. 

Mais  comme  les  liaisons  introduites  sont  persistantes,  q2  et  q3  sonl 
et  restent  nuls,  el  l'on  a  (//'.,),  =  o,  (  </',),  =0;  le  pendule  partant  du 
repos,  G'n,  c'est-à-dire  (  </',)<,,  est  nul  aussi.  On  a  donc 

(I  -i-  ma- )(q\),  -t-  ma'l  y    l0=  o. 

Revenant  aux  variables  0  et  a.  on  a 

(  I  -+-  m  a-  )  (G  >,  —  /H  <v-  (  a")0  =  o, 

équation  qui  donne  la  vitesse  angulaire  finale  1  8  1,  du  pendule,  la 
quantité  a(a')a  étant  connue  :  c'est  la  composante  de  la  vitesse  du 
boulet  m  perpendiculaire  au  rayon  Oui  au  moment  du  choc. 

Exemple  111 .  —  Un  disque  circulaire  homogène  de  masse  M  el  de 
rayon  11  se  meut  dans  un  plan  vertical  xOy;  à  un  instant  /0,  il  heurte 
l'axe  fixe  <  > a '  el  ue  peut  plus  que  rouler  sur  cet  axe.  Déterminer  sa 
s  itesse  après  le  choc. 

La  position  du  système  avant  le  choc  dépend  de  trois  paramètres, 
les  coordonnées  a;  et  y  du  centre  du  disque  et  l'angle  0  dont  il  a 
tourné  dans  le  sens  négatif  de  O  y  vers  O.c.  Au  moment  du  choc. 
doux  liaisons  nom  elles  sont  introduites  : 

1"  Le  discpie  reste  en  contact  avec  Ox,  donc  on  a 

v=R. 

20  II  roule  sur  <)./-,  donc  on  a  ./•  =  RO,  en  choisissant  convenable- 
ment la  position  de  l'origine.  \ous  prendrons  comme  paramètres 

g,  =  x,  q2=y  —  R,         q3  =  .r—  RO. 

de  sorte  que  les  liaisons  introduites  s'expriment  par  q2  =  o,  q3  =  o. 
(  )n  a 

T  =  -(/VC'  +  a^+y'2), 
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MA-2  désignant  le  moment  d'inertie  du  disque  par  rapport  au  centre. 
Avec  les  nouveaux  paramètres 

Le  seul  paramètre  que  les  liaisons  nouvelles  n'assujettissenl  pas  à 
être  nul  est  qK  ;  on  a  donc  l'équation  unique 

(S),~(^).=  ° 
ou 

Rï[Cs,'.)«-<S,'.).-(?',).  +  (yi).]-H(y'1),-(y'l),  =  o. 

ë 

Mais  q3  reste  nul,  (q'3),  est  donc  nul  et  l'on  a,  en  revenant  aux  an- 
ciennes variables  x,y,  0  et  distinguant  par  les  indices  o  et  i  les  va- 
leurs initiales  et  finales  de  .<  ,  \  ',  0', 

Cette  formule  donne  la  vitesse  finale  du  centre  dans  le  mouve- 
ment de  roulement. 
Par  exemple  si  le  mouvement  au  moment  du  choc  est  tel  que 

le  disque  s'arrête. 

9.  Théorème  de  Carnot.  —  Depuis  plusieurs  années  j'ai  adopté. 
dans  mon  enseignement  à  la  Faculté  des  Sciences,  l'énoncé  suivant  du 
théorème  de  Carnot  envisagé  dans  sa  plus  grande  généralité  ('). 

Si  dans  un  système  dont  les  liaisons  sont  réalisées  sans  frotte- 


(')  Voir  les  feuilles  de  mon  Cours  de  Mécanique  rationnelle,  rédigé  par 
MM.  Abraham  et  Delassus,  1 888  (Hermann),  p.  4a3  et  suiv.,  ou  mon  Traité  de 
Mécanique. 
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ment,  on  introduit  brusquement  de  nouvelles  liaisons  persistantes, 
la  force  vive  perdue  est  égale  à  la  force  vive  qui  serait  due  aux 
vitesses  perdues. 

Je  me  propose  de  tirer  ce  théorème  des  équations  générales  établies 
plus  haut. 

Supposons,  comme  plus  haut,  que  la  configuration  du  système  dé- 
pend des  k  paramètres  qt,  q2,  . . .,  qk.  A  l'instant  t0  on  introduit  des 
liaisons  nouvelles 

q,=o,  q.,  =  o,  ...,  qa  =  o  (a<A), 

toutes  persistantes.  Alors  les  deux  dernières  catégories  de  liaisons 
n'existent  pas;  les  nombres  appelés  b  et  c  sont  égaux  à  a. 
Les  équations  (3)  deviennent 

<«  (£).-(£).« 

(ï  =  a  +  i,a  +  2,  . . .,  k). 
La  force  vive  2T  est  une  forme  quadratique  de  q\,  q'2,  . . .,  g'k, 

aT  =  <p(y;,  q'2,  ...,  q'k)  =  Zaijq'iq'j. 
La  force  vive  perdue  est 

2(t0-t,)=    ?[(?;)„, (?2)„,  ...,(?D0] 

D'autre  part,  la  force  vive  qui  serait  due  aux  vitesses  perdues  est 
2T'  =  <f(p„pa,  ...,pt)  =  XaijPipj, 

en  faisant  pour  abréger 

y"v  =(5,v)o-(y'v))         (v  =  i,2,  ...,A). 
C'est  ce  qu'on  voit  en  partant  des  expressions  des   coordonnées 
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d'un  point  du  système  en  fonction  de  qK ,  q2,  ...,</A, 
x=/(9n  ?2,  •••,  ?a), 

r  =  'K7n  qa,  •  ••,  ?*), 

;  =  /.('/n  g-ï,  •••,7a). 

Les  projections  œ',  y,  s'  de  la  vitesse  du  point  étant 


./■  = 


on  a 

2T  =  !/„(., •'=+/* +-'=). 

Les  projections  a?'0,/0)  .V,  de  la  vitesse  ,-„  avant  le  choc  s'obtiennent 
en  donnant  aux  q\  les  valeurs  (/y.'j,,  ;  les  projections  a?',,/,,  s,  de  la 
vitesse  (,  après  le  choc,  s'obtiennent  en  donnant  aux  q[  les  valeurs 
(sOi  :  '''s  projections  de  la  vitesse  perdue  w  sont  donc 

La  force  vive  qui  sérail  duc  aux  vitesses  perdues 

2p  =  xm  [(a?;  -  *;  )a + (/„  -  y  )s  +  «  -  s;  )»] 

se  déduit  donc  de  l'expression  générale  2 T  de  la  force  vive  en  y  rem- 
plaçant y',,  q'2,  ...,q'k  p&rpt,pa,  ...,pk. 

L'expression  de  uT  étant  ainsi  trouvée,  remarquons,  en  vue  de  la 
suite,  que  l'on  a  identiquement 

dp,        \dq'J,       WA' 
cela  résulte  immédiatement  de  ce  que  les  dérivées  figurant  dans  celte 

Journ.  de  Math.  (  5'  série  ),  tome  II.  —  Fasc.  I,  iS96.  3 
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relation  sont  linéaires;  en  effet, 

ÙT 
j-=a^p,-ha,.2p,-h... 

=  «v,  (?',)o  +  «v,(?';!)ll+----«v,  (?',)<  -a^(q'.,),-..., 

ce  qui  est  précisément  l'identité  (5). 

Ceci  posé,  et  en  vertu  du  théorème  des  fonctions  homogènes,  on  a 

•(T.-TO-ÎM^.-SGO.'GÊ),- 

v=l  v=l 

ou  encore,  en  ajoutant  et  retranchant  la  somme, 

i  V  =  * 

U(t.-t.)=  2[(ï;)o-(^),](^)o 

v  =  l 

I  -2«>.[(S).-(S).]- 


(6) 


Pour  simplifier  cette  expression  remarquons  que  la  première  somme, 
qui  peut  s'écrire 


2*fê).- 


est,  d'après  une  propriété  bien  connue  des  formes  quadratiques,  symé- 
trique par  rapport  aux  variables  p,,  p.2,  . ..,  pk  et  (</,)„.  (%'»)»■>  •••? 
{q'k)„-  On  peut  donc  l'écrire 


sir   l'emploi   des   équations   de  LAGRANGE.  Il) 

La  deuxième  somme  figurant  dans  ((>)  est  évidemment,  d'après 
l'identité  (5), 


-2<rf). 


M, us  dans  ces  sommes  (uns  les  tenues  -.—  dont  l'indice  v  surpasse  a 

à/\  l 

sont  nuls  d'après  les  équations  du  problème  (\).  On  a  donc  enfin, 
pour  la  force  vive  perdue,  l'expression 


(7)  »(t.-t,)=2(î;).^+2(^^ 


Quant  à  la  force  vive  2T'  due  aux  vitesses  perdues,  elle  peut  s'écrire, 
en  vertu  du  théorème  des  fonctions  homogènes, 


Dans  cette  somme  les  ternies  -  —  où  v  est  supérieur  à  a  sont  nuls: 
on  a  donc,  en  remplaçant  p^  par  sa  valeur  (§\,)0  —  (g^),, 

(8)  .p=2«).Jb-2«).£- 

v=l  v=l 

On  voit  que  la  quantité  2(T„  —  T,  )  est  en  général  différente  de 
2T';  mais  si,  comme  nous  le  supposons,  les  liaisons  introduites  brus- 
quement au  moment  du  choc  sont  toutes  persistantes,  les  paramètres 
qn  q2,  .. .,  qa  restent  nuls  après  le  choc,  leurs  dérivées 
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sont  nulles-  et  dans  chacune  des  expressions  (7)  et  (8)  la  dernière 
somme  est  nulle. 
On  a  donc  alors 

2(T,-T1)=2T, 

ce  qui  démontre  le  théorème  de  Carnot  sous  sa  forme  générale. 
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Sur  la   stabilité  de   l'équilibre   des   corps    flottants; 
Pau    M.   E.   GUYOU. 


Dans  l'Introduction  bis  torique  qui  précède  le  Mémoire  sur  l'équi- 
libre des  corps  flottants,  publié  dans  le  fascicule  II  (i8cp)  du  présent 
Journal,  M.  Dubem  a  formulé,  contre  la  démonstration  élémentaire 
que  j'ai  donnée  du  même  sujet  dans  mon  traité  de  Théorie  du  navire, 

de  graves  objections  auxquelles  je  désire  répondre  quelques  mots. 

Ces  critiques  n'ont  d'autre  origine  qu'un  simple  malentendu;  mes 

raisonnements  diffèrent  en  effet  sensible rit  de  ceux  que  m'attribue 

l'auteur  du  Mé ire. 

»  M.  (iuvou  démontre  d'abord,  dit  M.  Dubem,  que  si  la  surface 
libre  n'était  pas  horizontale  on  pourrait  (')  la  déformer  de  manière 
à  abaisser  le  centre  de  gravité  du  système,  et  cela  sans  déplacer  le 
flotteur,  ni  changer  (a  partie  de  sa  surface  qui  est  immergée. 

»  Il  démontre,  en  second  lieu,  que  si  le  poids  du  liquide  déplacé 
n'était  pas  égal  au  poids  du  flotteur  une  translation  convenablement 
choisie  de  ce  dernier  abaisserait  le  centre  de  gravité  du  système. 

»  Il  démontre,  en  troisième  lieu,  que  si  le  centre  de  gravité  n'était 
pas  sur  la  même  verticale  que  le  centre  de  poussée  et  au-dessous  des 
métacentres,  on  pourrait,  par  un  déplacement  qui  n'altérerait  pas  le 
volume  immergé,  abaisser  le  centre  de  gravité  du  système.  » 

(  '  )  Les  mots  transcrits  en  italiques  sont  ceux  qui  modifient  les  raisonnements, 
ou  plutôt  qui  en  restreignent  la  généralité. 
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Enfin  M.  Duhem  a  pensé  que  je  ne  considérais  que  des  déforma- 
tions  du  système  infiniment  petites  et  indépendantes  les  unes  des  autres. 
Ces  raisonnements  prouvent  bien  en  effet  que  les  conditions  aux- 
quelles ils  conduisent  sont  nécessaires  ;  mais  ils  ne  prouvent  pas  qu'elles 
soient  suffisantes. 

Pour  rétablir  la  succession  de  raisonnements  que  j'ai  eu  l'intention 
d'exposer,  il  faut  d'abord  considérer  des  déformations  suffisamment 
petites,  mais  finies;  et  supprimer  par  suite  le  deuxième  membre  de 
phrase  en  italiques  dans  le  premier  paragraphe  ci-dessus. 

Il  faut  ensuite  préciser,  dans  chaque  paragraphe,  que  la  déforma- 
tion par  laquelle  il  est  démontré  que  le  centre  de  gravité  s'abaisse  est 
celle  qui  amène  le  système  dans  l'état  qu'on  a  supposé  n'être  pas  réa- 
lisé. 

(  )n  a  dès  lors  considéré  quatre  états  successifs  du  système  :  un  état 
initial  quelconque  et  les  trois  états  indiqués  au  début  de  chaque  para- 
graphe; la  série  des  raisonnements  montre  que  le  passage  de  l'état 
initial  à  l'état  final  peut  s'obtenir  par  trois  déformations  successives 
produisant  trois  abaissements  du  centre  de  gravité  du  système. 

De  cette  manière,  la  rigueur  et  la  généralité  des  conclusions  rela- 
tives à  la  stabilité  ne  laissent  plus  rien  à  désirer;  et  il  me  paraît  en  être 
de  même  de  celles  qui  se  rapportent  au  cône  limitant  les  oscillations 
permises  à  un  flotteur  en  équilibre  auquel  on  imprimerait  une  énergie 
suffisamment  petite,  mais  finie. 

A  ces  rectifications,  je  m'empresse  d'ajouter  que  le  savant  Mémoire 
de  M.  Duhem  ne  constitue  pas  moins  un  progrès  pour  le  sujet;  le  pro- 
blème qu'il  considère  est  en  effet  plus  général  que  celui  dont  je  me 
suis  occupé. 
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Sur  la  stabilité  d'un  navire  qui  porte  du  lest  liquide; 
Par   M.  P.  DUIIEM. 


Introduction. 


A  la  surface  de  séparation  S,2  de  deux  fluides  quelconques,  i  el  2, 

soumis  à  des  forces  ipielcompies,   Moite  un  corps  solide  3.  Ce  corps 
porte  du  lesl  Liquide  qui  y  peut  être  contenu  <le  deux  manières  : 
Tantôt  {Jig.  1),  une  cavité  entièrement  close  contient  deux  fluides, 


1  e!  5,  superposés  suivant  une  surface  S45,  par  exemple  un  liquide  el 
de  l'air;  tantôt  (y?"-.  2)  une  cavité,  librement  ouverte  dans  le  fluide  1, 
renferme  une  certaine  quantité  du  liquide  4- 

Ces  deux  cas  diffèrent  à  peine  au  point  de  vue  de  la  Mécanique,  et 
il  sera  assurément  suffisant  de  traiter  l'un  d'eux,  le  second  par  exem- 
ple; les  résultats  obtenus  s'étendront  sans  peine  au  premier, 
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L'établissement  des  conditions  d'équilibre  d'un  flotteur  qui  porte 
du  lest  liquide  n'offre  rien  qui  soit  difficile,  ni  rien  qui  soit  nouveau. 
Nous  pourrons  donc  regarder  cette  question  comme  résolue  et  la 
passer  sous  silence. 

Imaginons  que  le  flotteur  et  le  lest  liquide  qui  y  est  contenu  aient 
pris  leur  état  d'équilibre;  solidifions  le  lest  liquide;  il  formera,  avec 
le  vaisseau  qui  le  porte,  un  flotteur  entièrement  solide  dont  la  stabi- 
lité pourra  être  étudiée  par  les  méthodes  que  nous  avons  discutées 
ailleurs.  Les  conditions  de  stabilité  ainsi  obtenues  ne  sont  pas  celles 
qu'il  convient  de  réaliser  pour  assurer  la  stabilité  du  vaisseau  portant 
du  lest  supposé  liquide;  le  problème  qui  va  nous  occuper  consiste  à 
rechercher  en  quoi  les  secondes  conditions  diffèrent  des  premières. 

Cette  importante  question  ne  parait  pas  avoir  sollicité  les  efforts 
des  mécaniciens,  jusqu'en  1881.  époque  pu  M.  Guyou  publia,  d'abord 
dans  le  cours  autographié  de  l'Ecole  Navale,  puis  dans  la  Revue  ma- 
ritime, une  élude  sur  la  Théorie  de  la  variation  de  la  .stabilité,  ou 
de  la  stabilité'  différentielle.  Cette  étude,  exposée  de  nouveau  par 
son  auteur  dans  sa  Théorie  du  navire  (Paris,  1887),  renfermait  un 
important  théorème  qui  résout,  pour  un  cas  très  particulier,  il  est 
vrai,  le  problème  qui  nous  occupe. 

Nous  nous  proposons,  dans  le  présent  travail,  d'étudier  ce  pro- 
blème  d'une  manière  entièrement  générale,  en  faisant  usage  des  mé- 
thodes d  des  formules  qui  nous  ont  servi  (')  à  étudier  la  stabilité 
d'un  flotteur  ne  contenant  pas  de  liquide  (2). 

(')  Sur  lu  stabilité  de  l'équilibre  des  corps  flottants  \  Journal  de  Mathé- 
matiques pures  et  appliquées,  5e  série,  t.  I,  p.  91;  i8g5). 

(s)  Dans  notre  précédent  Mémoire,  nous  avions  élevé  quelques  objections 
contre  la  théorie  de  la  stabilité  des  corps  flottants  donnée  par  M.  Guyou;  en 
réalité,  la  démonstration  de  M.  Guyou  évite  ces  objections  parce  que  : 

i°  La  translation  verticale  d'un  corps  immergé  dans  un  liquide  que  termine 
une  surface  plane  élève  le  centre  de  gravité  du  système  tant  que  le  poids  du 
liquide  déplacé  diffère  du  poids  du  flotteur,  et  cela  quelle  que  soit  l'orientation 
du  solide. 

2°  La  dénivellation  du  liquide  élève  le  centre  de  gravité  du  système,  quelle 
que  soit  la  position  du  flotteur. 

Ces  deux  remarques  entraînent  l'égalité  à  zéro  des  termes  dont  la  présence 
justifierait,  en  général,  notre  objection. 
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I.  —  Stabilité  d'un  flotteur  portant  du  lest  liquide  et  soumis 
à  des  forces  extérieures  quelconques. 

Nous  nous  supposerons  placés  dans  le  cas  auquel  correspond  la 
fig.  i.  En  conservant  alors  des  notations  semblables  de  tout  poinl  à 
celles  dont  nous  avons  fait  usage  dans  notre  travail  Sur  la  stabilité 
de  l'équilibre  des  corps  flottants,  nous  établirons  la  proposition  sui- 
vante : 

Un  flotteur  solide 3,  portant  du  lest  liquide  4,  flotte  à  la  surface 
de  séparation  de  deux  fluides  i  et  2  que  limite  une  surf  ace  close , 
d'étendue  finie,  invariable  de  position  et  déforme.  Pour  que  l'é- 
quilibre d'un  tel  système  soit  stable,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ail, 
pour  tout  déplacement  virtuel  du  système,  l'inégalité 

-I?.^> +£%-£  »=>■<«•■' 


\(p'(£ 


D*-  g  !*+£»..*.. 


R>o. 


R  est  une  forme  quadratique  des  six   variables  S/,  8g,   oh,  cl, 
&m,  on  : 

R=      Bu($f)>  +B„(S^)»+B„(8A)« 
+  B„(SZ)a    4-  B5S(Sm)a  +  B06(S«)2 
+  B23  og Zi,  +  b3i  SA  S/+  B12  o/go- 
(2)  '  +  Bs,  Sm  Sn  +  B0<  8n  S/  +  B<5  S/Sm 

I  -hB^ofom  -hBttofQn 

I  +  B.20  ogon   -t-B2iogol 

\  -4-B34oAo/    -hB35ohom. 

Journ.  de  Math.  (5'  série),  tome  II.  _  Fasc.  I,  1896.  '1 
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Les  coefficients  B,y  ont  des  formes  analogues  à  celles  des  coeffi- 
cients Ajj  considérés  dans  notre  Mémoire  Sur  la  stabilité  de  l'équi- 
libre des  corps  flottants,  mais  plus  compliquées.  Tandis  que  Ton 
avait,  par  exemple, 

(  A„  =-  f  pi^cos(N,x)d?>i3 

(3)  I  S" 

f  -fpiteC0S(N,x)dSa3-{-J  pt-^des, 


(    Bti  =  -  f  p,  Ç-cos(N,x)dSl3-  f  p2-j-cos(N,a;)rfS23 

(4)  J*-     ^  Js-    J|* 

On  aperçoit  aisément,  sur  cet  exemple,  comment  chacun  des  coef- 
ficients B,,  se  déduit  du  coefficient  A0-  correspondant. 

On  peut  imaginer  des  déplacements  virtuels  qui  laissent  invariable 
la  densité  du  fluide  qui  remplit  chacun  des  éléments  de  volume  du 
système;  seulement,  en  exprimant  que  la  masse  de  chacun  des  trois 
fluides  doit  demeurer  invariable,  on  trouve  que  de  semblables  dépla- 
cements sont  assujettis  aux  conditions  suivantes  : 

/   p,  î,  dSl2  -+-  f    p,  î{  dSl3  -f-  /   p1e,rfS,,  =  o, 

«/S,,  ■'Su  •'Su 

f  p,i,dSti-h  f  p-,i.,dS,3  =o, 
f  p,£.  rfS(,+  f  p4e4dS34  =  o. 

Si  l'on  remarque  que,  le  long  de  la  surface  S,2,  les  densités  p,,  p., 
ont  des  valeurs  constantes  /-,,  r,  ;  que,  le  long  de  la  surface  S,,,  les 
densités  p,,  p.,  ont  des  valeurs  constantes  /•',,  r4,  les  conditions  précé- 
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dentés  peuvenl  s'écrire 


ir,  /    £,rfSl2-f-  /■',  /    s,  ûJS,„-J-/  ple1cfô,,  =  o, 
r,  i   EârfSJS4-       /    pa£2rfS,,;,  =  o, 
r,  f  e4dSM-t-/\,  f  p4e4dS84  =o. 


On  peut  même  assujettir  un  tel  déplacement  à  ne  pas  déformer  ni 
déplacer  les  surfaces  de  séparation  S(2,  S,.,  des  divers  fluides.  Dans 
ce  cas,  les  conditions  (5)  deviennenl 


(6) 


j  p ,  £ ,  n?S ,  :,  =  o, 

/     p2E2rfS23  =  0, 

/  p4e4  dS34  =o. 


En  vertu  de  l'égalité  (n)  de  notre  Mémoire  Sur  la  stabilité  de 
l'équilibre  des  corps  flottants,  ces  trois  conditions  (6)  deviennent 
trois  relations  linéaires  et  homogènes  entre  les  six  variations  8f,  Bg, 
oh,  ol,  om,  on.  \  oici  la  première  de  ces  relations  : 

/  Zf  f  ptcos(N,x)dS,t-hSg  f  p,cos(N,7)dS)3 
1  -hoh  j  p,  cos(N,  z)dSi3 

(7)  |  -+-8J  /'pl[>cos(NJ2)-2Cos(N,<x)]c?St3 
-+-  ont  j  p,[z  cos(ÎM,  x)  —  arcos(N,  z)]  dS,3 
-+-  on  /   p,[a?cos(N,  y)  —  ycos(N,x)]dS,3  =  o. 
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Les  deux  autres  se  déduisent  de  celle-là  en  remplaçant  l'indice  i  soit 
par  l'indice  2,  soit  par  l'indice  4-  Nous  les  désignerons  par  (7  bis)  et 
(7  ter). 

En  raisonnant  comme  nous  l'avons  fait  au  Chapitre  III,  §  II  de 
notre  Mémoire  Sur  la  stabilité  de  l'équilibre  des  corps  flottants. 
nous  obtiendrons  sans  peine  les  conditions  suivantes  pour  la  stabilité 
d'un  flotteur  qui  porte  du  lest  liquide  : 

I.  Conditions  nécessaires,  mais  peut-être  insuffisantes.  —  i°  La 
force  extérieure  n'est  pas  nulle  en  tous  les  points  d'une  aire  d'éten- 
due finie,  prise  sur  la  surface  de  contact  de  deux  fluides  apparte- 
nant au  système;  en  tout  point  d'une  telle  surface  où  elle  est  diffé- 
rente de  zéro,  elle  est  dirigée  vers  l'intérieur  du  plus  dense  des 
deux  fluides. 

20  La  forme  R  est  une  forme  définie  positive  lorsqu'on  suppose 
les  six  variables  If.  %g,  of.  ol.  om .  on.  liées  par  les  trois  relations 
(7),  I  7  bis),  (7  ter). 

II.  Conditions  suffisantes,  mais  peut-être  pas  nécessaires.  — 
i°  La  force  extérieure  n'est  pas  nulle  en  tous  les  points  d'une  aire 
il' étendue  finie,  prise  sur  la  surface  de  contact  de  deux  fluides 
appartenant  au  système;  en  tout  point  d'une  telle  surface  où  elle 
est  différente  de  zéro,  elle  est  dirigée  vers  l'intérieur  du  plus  dense 
des  deux  fluides. 

20  La  forme  R,  où  les  variables  ô/,  cg,  0/1.  il.  Bm,  Sn  sont  indé- 
pendantes, est  une  forme  définie  positive;  ou,  du  moins,  si  elle 
s'annule,  c'est  pour  des  valeurs  des  variables  cf.  og,  oh,  ùl,  cm,  %n, 
qui  ne  vérifient  pas  les  égalités  (7),  (7  bis),  (7  ter). 


II.  —  Comparaison  avec  un  flotteur  portant  du  lest  solide. 

Supposons  que,  le  système  étant  en  équilibre,  on  solidifie  le  li- 
quide 4.  On  obtiendra  un  flotteur  entièrement  solide.  Pour  que  l'équi- 
libre d'un  tel  flotteur  soit  stable,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait,  pour 
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tout  déplacement  virtuel  du  système,  l'inégalité 

+X.p,(£Da?4"^Dr+^D")e,rfS*2 

T  est    une   forme    quadratique   des    six   variables   8f,    8g,    cli ,    cl, 
8m,  8n, 

(T=     ctl(8fy+ca2(8gy  +  c3S(8hy 

+  C„  (o/)2    +  C55  (Sm)»+  C„  (S«)2 
■+-  C2a  8g  8h  +  (  :3 ,  cA  S/  +  C, ,  8/8g 

(9)  -t-  C5» 8m 8n ■+-  CM 8n 8l   +CÂS8l8m 
-+-  CtsB/8m  +  C,„  8/8n 
-+-  C26  8g  8n  -4-  C2,  8g  8l 
+  C„o/i6/   +CS5S/iSm. 

Les  coefficients  C,y  ont  des  formes  analogues  à  celles  des  coefficients 
A,y  ou  B,y.  On  a,  par  exemple, 

(10)  -f  p{-^cos(n{,x)dSit 

les  autres  coefficients  C/y  ont  des  formes  analogues. 

L'expression  (10)  du  coefficient  C,,  peut  se  transformer. 
On  a,  en  effet, 

+  f  P♦^cos(/^./a7)^S.«-/,  P«£cos(N,a7)dS34. 

Su  s34 
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Cette  égalité  et  d'autres  analogues  permettent  de  transformer  l'expres- 
sion de  T.  Posons 

[  Ax  =  of  +  z  cm  —  y  $n, 
(11)  ]  Ay  =  $g  -+-  x  Sra  —  z  Si, 

[  Az  =  oh  +  y  ol  —  x  cm  ; 

Ax,  Ay,  Az  sont  les  composantes  du  déplacement  du  point  (x,  y,  z), 
si  on  le  suppose  invariablement  lié  au  corps  solide. 
Nous  aurons,  on  le  voit  sans  peine, 


12) 


R 


-  I  l  -r-  Ax  •+-  -r-  Ay  ■+■  —  A: 


dy 


,):. 


df 


dpi 


.    Aa-  +  -y^  Ay 
c'a?  d/    ^ 


'à?i 


')dVk 


X  [cos(rc,,.r)Aa;  -+-  cos(n,,y)  Ay  -h  cos(n,  z)Az]  dSlh 
X  [cos(rc,,a7)A#  -+-  cos(«,,y)  Ay  -t-  cos(rc(,  c)  A-]  c/S, ... 


Mais  on  a  (  '  ),  en  tout  point  du  fluide  t\  en  équilibre, 
C  étant  une  constante.  On  déduit  de  là 


dV  .  6>V  A      ,    dV  . 

Ax  -i-  —  Ay  +  —  A; 


dx 


ày 


dz 


+  *$*(&*+.%*+%* 


6>; 


(')  5w/'  /a  stabilité  de  l'équilibre  des  corps  flottants,  Chap.  I,  égalité  (38) 
(Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  5e  série,  t.  I,  p.  128). 
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En  vertu  de  cette  égalité,  l'égalité  (12)  peut  s'écrire 


3i 


(i3) 


T=     R 

X  [cos(rcn  x)Ax  •+-  cos(n,,y)Ay  -+-  cos(rc,,  z)  Az \  </>, 
r      (dX  A  dX  .  dV  .    \ 

x[cos(/i,,a;)A.r  +  cos(rt,,_y)  Ajy  -+-  cos(«,,  z)Az]  rfS)4. 


Cette  expression  de  la  forme  T  va  nous  permettre  de  démontrer  le 
théorème  suivant  : 

Lorsque  le  flotteur  portant  le  fluide  4  est  en  équilibre  stable, 
l'équilibre  demeure  stable  si  l'on  vient  à  solidifier  le  fluide  4. 

En  effet,  l'hypothèse  de  ce  théorème  revient  à  supposer  que  l'inéga- 
lité (1)  est  vérifiée  pour  tous  les  déplacements  virtuels  que  l'on  peut 
imposer  au  système.  Or,  parmi  ces  déplacements,  figurent  évidem- 
ment ceux  où  chaque  point  matériel  du  fluide  4  demeure  invariable- 
ment lié  au  solide  3.  Pour  un  tel  déplacement,  on  a,  en  tout  point  du 
fluide  4> 

Sx  =  Ax         oy  =  Ay,         oz  =  Az, 

Ax,  Ay,  Az  étant  données  par  les  égalités  (1 1);  on  a  aussi 

En  tout  point  de  la  surface  S,4,  on  a 

£,  =       cos(/î,,  x)Ax  -+-  cos(n, ,  y)  Ay  -+-  cos(n,,z)  A:, 
e4  =  —  [cos(rt,,a;)  Ax  ■+-  cos(n,,y)Ay  -+-  cos(n,,  z)Az] 
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et  Ton  peut  prendre 

Dx  =  Ax,         Dy  =  Ay,         Dz  =  Az. 

Moyennant  ces  égalités  et  l'égalité  (i3),  l'inégalité  (i)  devient  iden- 
tique à  l'inégalité  (8),  ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

La  réciproque  de  la  proposition  précédente  n'est  pas  exacte;  il 
peut  se  faire  que  le  flotteur,  chargé  du  corps  4  solidifié,  soit  en 
équilibre  stable  et  que  l'équilibre  devienne  instable  si  l'on  rend  la 
/lui dite  au  corps  4- 

Considérons,  en  effet,  le  déplacement  le  plus  général  du  système  où 
le  fluide  4  est  supposé  solidifié.  De  ce  déplacement,  nous  pourrons  dé- 
duire un  autre  déplacement  virtuel  du  système  où  le  corps  4  a  gardé 
sa  fluidité  en  opérant  de  la  manière  suivante  : 

i°  Les  quantités  of,  og,  oh,  cl,  om,  on  ont  la  même  valeur  en  cha- 
cun des  deux  déplacements; 

2°  Les  quantités  op,,  op.,  sont  les  mêmes  dans  les  deux  déplace- 
ments; 

3°  Les  quantités  Dx,  Dy,  Dz  ont  la  même  valeur,  en  chaque  point 
de  la  surface  S,2,  en  l'un  et  l'autre  déplacement; 

4°  Les  déplacements  Dx,  Dy,  Dz  aux  divers  points  de  la  surface  SM 
vérifient  l'égalité 


(■4) 


l        /   [cos(n,,  x)Dx  ■+-  cos(n,,y)Dy  -+-  cos(n,,  z)Dz]  dS,t 
=  Ç  [cos(N,  x)Ax  +cos(N,y)Ay  -+-  cos(N,  z)Az]  dS3t; 
5°  En  tout  point  du  fluide  45  on  a 

J  TUPI     .  à'-i     .  <)j;     ,      "1 

Cherchons  à  écrire,  pour  le  second  déplacement  virtuel,  l'inéga- 
lité (i).  Nous  verrons  sans  peine  que,  pour  former  le  premier  membre 
de  cette  inégalité,  il  suffit  de  prendre  le  premier  membre  de  l'inéga- 
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lité  (12)  relative  au  second  déplacement  virtuel  et  y  ajouter  la  quan- 


tité 


(i5) 


jC(p.-pO(£d«-?d/+£d, 

x  I  ens  (//,../)  I  )./■  -+-  cos(n,,y)  Dy  ■+-  cos(n,,  s)Dz]dSl 
x[cos(n,, ./'  )  A./'  ■+  ciisi  //,, y  )  Av  4-  cos(  «,,  s)  1:  \dS, 


Or,  on  peul  aisément  montrer  que  cette  quantité  (i5)  peut  prendre 
des  valeurs  négatives  alors  que  l'égalité  (i4)  est  vérifiée;  en  sorte  que 
l'inégalité  (12)  peul  être  vérifiée  sans  que  l'inégalité  (1)  le  soit. 

Supposons,  en  effet,  que  Ton  ait,  dans  le  premier  déplacement  vir- 
tuel. 

j    [cosi  N,  a  1  A./-  +  cos(  \, y)  Av  -h  cos(N,  s)  \z]  =  o, 

égalité  qui  constitue  une  relation  linéaire  el  homogène  entre  1rs  six 
variables 

of,      og,      0/1,      c/,      0)1/ ,      C/l. 

On  pourra  alors  satisfaire  à  la  condition  (i4)  on  prenant,  en  tout  point 
de  la  surface  S, ,. 

Dx  =  o,         D)'  =  o,         D;  =  o. 

La  quantité  (i5)  se  réduira  à  son  second  ternie  que  l'on  pourra  écrire 

'    (P«  —  P' W,  I  cos<  ""  ■''  ' A/  +  cos("i»r)AX  +  cos(n,  ri  A;]2  dS, ... 


Or,  les  conditions  nécessaires  pour  la  stabilité  de  l'équilibre  des 
fluides  1  et  4>  considérés  comme  seuls  mobiles,  nous  enseignent  que 
cette  cjuantité  est  forcément  négative. 

La  proposition  énoncée  est  donc  démontrée. 

Journ.  de  Math.  (5"  série),  tome  II.  —  Fasc.  I,  1896.  J 


54 


III.  —  Cas  où  les  forces  agissantes  se  réduisent  à  la  pesanteur 
et  où  les  fluides  sont  homogènes. 

Considérons  maintenant  le  cas  particulier  où  les  forces  extérieures 
agissantes  se  réduisent  à  la  pesanteur  et  où  les  fluides  i,  2,  4  sont 
sensiblement  homogènes,  soit  qu'ils  offrent,  comme  les  liquides,  une 
compressibililé  négligeable,  soit  que  leur  faible  densité  varie  très  peu 
avec  la  hauteur,  comme  il  arrive  pour  les  gaz. 

Prenons  l'axe  des  ;  vertical  et  dirigé  vers  le  haut. 

Soient 

S'    la  section  que  le  plan  Sl2  prolongé  détermine  dans  l'espace  clos 

occupé  par  les  corps  1  et  4  ï 
S,  l'aire  de  cette  section  ; 
a,  l'aire  de  la  surface  S,4  ; 

[A  =  M3  -h  M4,  la  masse  de  l'ensemble  des  corps  3  et  4  ; 
Ç,  la  cote  du  centre  de  gravité  de  cette  masse  ; 
Z,  la  cote  du  centre  de  gravité  de  la  masse  des  fluides  1  et  1  déplacés 

par  les  corps  3  et  t\. 

Des  calculs  semblables  à  ceux  que  nous  avons  développés  dans 
notre  Mémoire  Sur  la  stabilité  des  corps  flottants  (Chap.  III,  §  V) 
nous  donneront  aisément  l'égalité  suivante 


R  = 


(16) 


g(?2-  ?{)Z(ohy 

,,L  (z  - 1)  +  (?2  -  P))  f  r^s;2-(P<-  ?,)  f  y-ds, ,  \  <  11  r 

«Tu(Z  —  £)  +  (?,-  p,)  f  x-d$\.,—  (p5  —  pt)  f  .rV/S(.,](o/»)J 

2£T(ps-?.)/  *y<S',a-(p*-pi)jTay«SM 
a«rf(p,-p.)jf    ydS'ti-(?<-Pt)f  ydS„~ 


ol  cm 

M  cl 

0/1  cni 
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Les  conditions  (7),  (7  bis),  (7  ter)  prennent  les  formes  suivantes  : 


!  r7)   (ï-or)8A  +  j  f  ydS\„-  f  ydS{A\ol-(  f  xdS\„-  f  ydS,A\ïm  =  o, 

v*„        iS"       /     vv.,         «s,.      ) 

I  I  Six  -+-  Il  f  ydS't2  -  Bm  f  xd§\ 
f  ill,  -h  Si  I  ydSIA  -  Bm  f    xdS{ 


=  0, 


(.8) 


L'égalité  (17)  est  une  conséquence  des  égalités  (18),  qui  doivent 
seules  être  conservées. 

L'inspection  des  égalités  (16)  et  (18)  montre  immédiatement  que 
I  on  ne  pourra  pas,  en  général,  raisonner  dans  le  cas  qui  nous  occupe 
comme  nous  Taxons  fait  pour  traiter  la  stabilité  d'un  corps  solide  el 
pesant  flottante  la  surface  de  séparation  de  deux  fluides  pesants  et 
homogènes.  On  ne  pourra  étendre  ces  raisonnements  au  cas  qui  nous 
occupe  actuellement  que  dans  le  cas  où  il  sera  possible  de  choisir  les 
axes  coordonnes  de  telle  façon  que  l'on  ait  à  la  fois 


f  xdS\.,  =  0,         f  ydS'..,  =  o 
/    x  dS, ,  =  o,  f  y  dS, ,  =  o 


c'est-à-dire  dans  le  cas  où  le  centre  de  gravité  de  l'aire  de  la  sec- 
tion à  fleur  d'eau  S'12  et  le  centre  de  gravité  de  l'aire  ,le  la  sur- 
face S, ,  qui  limite  le  fluide  \  sont  sur  une  même  verticale. 

Dans  ce  cas,  si  nous  prenons  celle  verticale  pour  axe  des  z,  la 
forme  quadratique  R  deviendra 


11  = 


(•9) 


g(Pt-Pl)z(Uy 

g L(Z - Ç)  +.  (p,  - p,  ) jf  y> dS\ 2 - (p,  -  p , )j  y»  dS , ., 

gh(Z-Q+(p>-p,)fiyadS'„-(pt-pt)£y*dS,i~ 

2gkp2-pt)£  xydS\2-(pA-  pt)£  xydSiA  USm, 


(  o/)J 
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tandis  que  les  conditions  (r^)  et  (18)  se  réduiront  à 

(20)  0/1  =  o. 

Moyennant  la  condition  indiquée  en  italiques,  on  peut  énoncer  la 
proposition  suivante  : 

Pour  que  l'équilibre  du  système  soit  stable,  il  faut  et  il  su  (fit  : 

i°  que  le  fluide  r  soit  moins  dense  que  les  fluides  2  et  4;  20  que  la 
forme  quadratique  en  cl,  cm, 


U  = 


(21) 


a(Z  -  Ç)  +  (p2  -  p,)  /"  72  ./S', a  -  (p4  -  p,)  f  y>  d$t ., 
(p2  _  ?1)  f  xyd$\,  -  (?4  -  p.)  /    /v  '/sm  1  Si  Sna 

"s',,  -s,, 


(§0a 


.vo//  une  forme  définie  positive. 

Dans  le  cas  que  nous  venons  de  préciser,  la  solution  du  problème 
relatif  à  la  stabilité  d'un  vaisseau  qui  porte  du  lest  liquide  est  com- 
plète; mais  on  voit  combien  ce  cas  est  particulier,  si  on  le  compare  à  la 
généralité  de  la  solution  obtenue  depuis  longtemps  dans  le  cas  où  le 
llotteur  ne  porte  pas  de  lest  liquide. 

La  condition  «pue  nous  venons  d'obtenir  peut  s'interpréter  géomé- 
triquement : 

Kig.  3. 


Sur  le  plan  de  flottaison  traçons  la  ligne  de  flottaison  F  (fig.  3), 
entourant  l'aire  S;  sur  le  même  plan,  projetons  l'aire  a,  dont  la  pro- 
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jection  est  circonscrite  par  la  ligne  y.  Les  deux  aires  2,  a  ont,  par 
hypothèse,  le  même  centre  de  gravité  (î. 

Recouvrons  l'aire  2  d'un  fluide  fictif  ayant  une  densité  superficielle 
positive  <  c,—  p,);  recouvrons  l'aire  trd'un  fluide  fictif  ayant  une  den- 
sité superficielle  négative  (p,  —  p.  ). 

Cherchons  le  moment  d'inertie  de  ce  système  fictif  par  rapport  à 
un  axe  variable  AA',  situé  dans  le  plan  de  flottaison  et  passant  par  le 
point  G.  Ce  moment  d'inertie  a,  pour  une  certaine  orientation  de 
1  axe  AA',  une  valeur  niiniina  /'. 

La  condition  précédente  équivaut  à  celle-ci 


(22)  £<Z 


Supposons  que  l'on  solidifie  le  fluide  \.  Soit  i  le  plus  petit  moment 
d'inertie  par  rapporta  l'axe  variable  A  A  de  la  seule  aire  Z  recouverte 
du  fluide  lictif  de  densité  positive  (p3—  p,).  La  condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  la  stabilité  de  l'équilibre  du  flotteur  s'exprimerait 
par  l'inégalité 

(23)  Ç<Z+! 

Or,  on  a  évidemment 

Donc,  pour  (pie  l'inégalité  (22)  soit  vérifiée,  il  est  nécessaire,  mais 
non  suffisant,  que  l'inégalité  (23)  le  soit  également;  on  a  ici  un 
exemple  de  la  proposition  générale  énoncée  au  §  IL 

La  proposition  que  nous  venons  de  démontrer  renferme  comme  cas 
particulier  le  théorème  énoncé  par  INI.  Guyou. 

La  condition,  indiquée  en  italiques,  à  laquelle  le  théorème  précé- 
dent doit  son  exactitude,  lui  ôte  tout  intérêt  au  point  de  vue  de  la 
construction  navale;  cette  condition,  en  effet,  ne  sera  presque  jamais 
remplie  dans  les  divers  cas  qu'offre  la  pratique  (navire  dont  un  ou 
plusieurs  compartiments  étanches  sont  partiellement  noyés,  porteur 
de  pétrole  dont  une  ou  plusieurs  caisses  sont  incomplètement  rem- 
plies, etc.).  Cette  lacune,  toutefois,  peut  être  en  partie  comblée  si  l'on 
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observe  que  l'architecture  navale  a  surtout  besoin  de  connaître  une 
condition  suffisante,  qui  l'assure  de  la  stabilité  d'un  navire,  la  condi- 
tion nécessaire  et  suffisante  constituant  un  idéal  dont  elle  peut,  à  la 
rigueur,  se  passer. 

Nous  savons  qu'il  suffit,  pour  la  stabilité  du  navire,  que  la  forme 
quadratique  R  soit  une  forme  définie  positive,  bien  que  celle  con- 
dition ne  soit  peut-être  pas  nécessaire. 

Or  l'expression  de  la  forme  R  peut  se  simplifier. 

Sur  le  plan  de  flottaison,  traçons  la  ligne  de  flottaison  Y  (fig.  3), 
entourant  l'aire  S;  sur  le  même  plan,  projetons  l'aire  <r,  dont  la  pro- 
jection est  circonscrite  par  la  ligne  y.  Recouvrons  l'aire  S  d'un  fluide 
fictif  ayant  une  densité  superficielle  positive  (p2  — p,);  recouvrons 
l'airecd'un  fluide  fictif  ayant  une  densité  superficielle  négative  (p,  —  p4). 

Soit  G  le  centre  de  gravité  du  système  fictif  ainsi  constitué; 
nous  porterons  en  G  l'origine  des  coordonnées,  ce  qui,  dans  la  forme  R, 
fera  disparaître  les  termes  en  oh  cl  et  oh  ont. 

Cherchons  le  moment  d'inertie  du  système  fictif  par  rapport  à  un 
axe  variable  AA',  situé  dans  le  plan  de  flottaison  et  passant  par  le 
point  G.  Ce  moment  d'inertie  a,  pour  une  certaine  orientation  de 
Taxe  AA',  une  valeur  maxima  (positive  ou  négative)  J  et  pour  une 
autre  orientation  une  valeur  minima  (positive  ou  négative) y.  Prenons 
la  première  orientation  pour  axe  des  x,  la  seconde  pour  axe  des  y. 
Le  terme  en  cl  ont  disparaîtra  dans  l'expression  de  R  qui  se  réduira  à 

\  =  g(p2^p{)^hr 

H-  g[[x(Z  -  Ç)  +  i](o/y+g[a(Z  -  •:)+j](omy. 

Il  est  suffisant,  pour  la  stabilité  de  l'équilibre  du  navire,  que  la 
forme  V  soit  une  forme  définie  positive.  Pour  que  la  forme  V  soit 
une  forme  définie  positive,  il  est  évidemment  nécessaire  et  suffisant 
que  l'on  ait  l'inégalité 

Z  +  ^-I>o. 
Nous  pourrons  donc  énoncer  de  la  manière  suivante  une  condition  qui 

SUFFIT  A  ASSURER    LA    STABILITÉ   d'un    NAVIRE  PORTANT   DU  LEST  LIQUIDE   : 

On  considère  le  navire  dans  son  assiette  d'équilibre,  en  le  sup- 
posant chargé  du  lest  liquide; 


Stabilité  d'un  navire  qui  porte  nu  lest  liquide.  3q 

On  projette  sur  un  même  plan  horizontal  la  sur/ace  de  flottai- 
son X  et  la  surfiic  terminale  n  du  lest  liquide; 

On  recouvre  la  surface  Z  d'un  fluide  fictif  de  densité  superfi- 
cielle positive  (  Ps  -  c,  i  et  la  sur  far,-  g  d'un  fluide  fictif  de  densité 
superficielle  négative  (?l-  p,).  On  cherche  le  centre  de  gravité  G 
de  ce  système  fictif  ',  puis  sou  moment  d'inertie  pur  rapport  à 
un  axe  horizontal  variable  passant  par  le  point  G;  soit  j  la  plus 
petite  râleur,  positive  ou  négative,  de  ce  moment  d'inertie.  La  cott 
du  centre  de  gravité  du  navire  et  du  lest  liquide  qu'il  porte  doit 
être  inférieure  à  la  rote  du  centre  de  gravité  des  fluides  i  et  2  dc- 

placés,  celte   derrière  cote    étant  augmentée  du  quotient  }~  de  la 

V- 
>/ nanti  te  j  par  la  masse  totale  du  navire  et  du  lest  liquide. 

Cette  règle  s'étend  sans  peine  au  cas  où  le  lest  liquide  forme 
plusieurs  masses  distinctes,  de  même  densité  ou  de  densités  diffé- 
rentes. 

IV.  -  Stabilité  d'une  cloche  à  plongeur.  -  Cas  de  la  pesanteur 

A  la  surface  de  séparation  d'un  liquide  1  et  d'un  gaz  2,  flotte  une 

cloche  renversée  3,  qui  renferme  un  fluide  4. 

Nous  pourrions  traiter  directement  et  complètement  le  problème  de 


la  stabilité  d'un  pareil  système.  Mais  nous  nous  bornerons  à  étudier 
le  cas  où  les  forces  extérieures  agissantes  se  réduisent  à  la  pesanteur 
et  où  les  fluides  sont  supposés  homogènes.  Dans  ce  cas,  on  voit  sans 
peine  que  le  problème  qui  nous  occupe  actuellement  se  ramène  au 
problème  précédent,  à  la  condition  de  changer  z  en  (—  z)  et  g  en 
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(_  o-n.  Nous  pouvons  donc  en  donner  immédiatement  la  solution,  du 
moins  lorsqu'il  esl  possible  de  l'obtenir. 

Pour  qu'il  soit  possible  de  résoudre  entièrement  ce  problème,  il 
faut  que  l'aire  de  la  section  à  fleur  d'eau  et  l'aire  de  la  surface 
g u i  .sépare  les  jluides  i  et  4  aient  leurs  centres  de  gravité  sur  la 
même  verticale. 

Si  celte  condition  est  réalisée,  on  peut  énoncer  la  proposition  sui- 
vante : 

Pour  que  V  équilibre  du  système  soit  stable,  il  faut  et  il  suffit  : 

in   Que  le  /laide  i  soit  plus  dense  que  les  Jluides  i  et  4; 

2°  Que  la  forme  quadratique  en  o/,  6m, 


\\ 


-(p2-p.)f  7 

-  s',, 


,/s 


(p«-p.)/  y2ds„ 

K  Su 

d§\«— (?<—  pt) f  x2dS,, 


(  tl  r 


VS, 


il  oui, 


(  24)  +1  !*(S-Z)-Kp2—  pdf  JIrfS'n  — Cr«—  ?•)  ' 

—  -  T(p2—  ?,)  r  xyds\2-(?>-?,)f  xy 

Js'„  "s>> 
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soit  une  forme  définie  négative. 

On  interprète  aisément  cette  condition  sous  la  forme  que  voici  : 

Projetons  les  deux  aires  T.,  a  sur  un  plan  horizontal.  Les  deux  pro- 
jections ont  même  centre  de  gravité  G. 

Recouvrons  la  première  d'une  densité  superficielle  positive  (f ,—  ps) 
et  la  seconde  d  une  densité  superficielle  négative  (p,  —  p,). 

Cherchons  le  moment  d'inertie  de  ce  système  fictif  par  rapport  à  un 
axe  horizontal  variable  AA' passant  par  le  point  G;  soit  /' la  valeur 
minima  de  ce  moment  d'inertie.  La  condition  précédente  équivaut  à 
l'inégalité 

(25)  '<z  +  ;r 

Si  la  condition  indiquée  en  italiques  n'est  pas  remplie,  nous  n'aurons 
plus,  en  général,  de  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  la  stabilité 
de  la  cloche;  mais  nous  pourrons,  comme  dans  le  cas  précédent,  ob- 
tenir une  condition  simplement  suffisante  de  même  forme. 
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Sur  un  théorème  de   Kronecker 


Par  M.   G.   KOENIGS. 


I.  Soient  F,,  Fs,  F3  trois  fonctions  de  x,y,  z  finies,  continues  et  inii- 
formes  dans  une  région  de  l'espace  dont  nous  conviendrons  de  ne  pas 
sortir. 

Posons 


X  = 


et  pareillement 


F, 

dy 

dF, 

dz 

F, 

ày 

dFi 
dz 

||r     àFt    dFt 
~\\     "    ày'   <)z 

F3 

dF, 

ày 

àF3 
dz 

F,, 


dFi    dF, 


F,, 


àFt    dF, 


dz      àx  II  |  *  "    d.r  '    dy 

Considérons  le  système  d'équations  différentielles 


(0 


dx  dy 

x"  —  Y 


dz 
Z  ' 


Les  intégrales  du  système  (i)  vérifient  l'équation 


/      \  /AN  V      àb  A/     t»8  ry    ^0 

(a)  x(0)  =  X_  +  \_+Z^  =  o. 

Journ.  de  Math.  (5°  série),  tome  II.  —  Fasc.  I,  1896. 


/,2  G.     KŒNIGS." 

Or  x  (  0  )  peut  s'écrire 
,,N        ,   ,fn       ^    D(0,F2,F3)    ,    ^    D(8,F,F,)        F    D(6,F„F.) 

en  adoptant  la  notation  connue  pour  les  déterminants  fonctionnels. 

T\  (  F*     F*     F*   ^ 

Si  Ton  pose,  pour  abréger,  A  =    ^  "    ".   »  on  trouve,  en  faisant 
0  =  F,,  F2  ou  F3  dans  l'équation  (3),  la  relation 

(4)  x(F,)  =  AF, 
ou  encore 

(5)  x(logF,)-A  =  o. 

Désignons  maintenant  par  M  un  multiplicateur,  au  sens  de  Jacobi, 
du  système  d'équations  (i).  La  fonction  M  vérifie  l'équation 

d(MX)    |    <?(MY)    (    (>(MZ)=o 
dx  dy  dz 

ou 

/i      m\        àX        ^Y        dZ 

a,(logM)  +  ^.  +  ^+^  =  o. 

L'expression  de  X  permet  de  calculer  très  facilement  -y-  ;  on  trouve 

^  — A       II  F     ^F-     £L||  _i_  Il  F     'lh     d°'F'  Il 
ax  j         oxdy     dz  |l       l|  or     dydx\\ 


et  de  même 


ÉÏ-A-JIf    £Ii    EL  II -u  II  F    ^L    i!LL|| 
'!'•  ~  Il        ^.y*5'   ^  il       II     "'  as  '  dxrf/ll' 

<JZ 
dz 


Ile,      d2F,     <)F,||       ||„     <?F,     d'F,  Il 
|     n  àzàx     dy  \\         \     "  dx     dydz  \\ 


d'où  résulte  par  addition 


JX       <?X       dZ       0  . 
d.r         dv         dz 
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L'équation  du  multiplicateur  s'écrit  donc 

(6)  Jt(logM)  +  3A  =  o. 

Si  l'on  rapproche  cette  équation  de  l'équation  (a)  on  voit    que 
iii  .         .  .  ,. 

pi'  î?3'  pi  sont  trois  multiplicateurs. 

Mais  le  quotient  de  deux  multiplicateurs  est  une  intégrale;  en  con- 
F,    F 
séquence  ~,  ~  sont  deux  intégrales,  et  l'on  en  conclut  que  L'intégrale 

générale  a  cette  expression  <p  (^-,  ^\  car  on  ne  suppose  pas  qu'il 
existe  une  relation  entre  F,,  F2  etF3. 

D'un  autre  côté,  on  déduit  tout  multiplicateur  de  l'un  d'eux  en  le 
multiplianl  par  l'intégrale  générale.  Dès  lors 

f;  '  Vf,  fJ 

est  l'expression  générale  du  multiplicateur. 

On  voit  donc  que  tout  multiplicateur  du  système  (  i  )  est  une  fonc- 
tion homogène  de  degré  —3  de  Fn  F,,  F,  et  réciproquement  toute 
fonction  de  cette  nature  est  un  multiplicateur. 

Prenons  en  particulier,  pour  le  multiplicateur  M,  la  forme  que 
voici  : 

M.  =  -    — r, 

(F*4-Fl+Ff)* 
de  la  relation 

à(M„X)        d(M0Y)        d(M0Z) 

on  conclut  que  l'intégrale  de  surface 

I  =  ffMo  (Xdydz  +  Ydzdx  -h  Zdxdy) 

ne  dépend  que  du  contour  ou  qu'elle  est  nulle  suivant  toute  surface 
fermée  S  ne  contenant  dans  son  intérieur  aucun  point  de  disconti- 
nuité. 
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Les  seuls  points  de  discontinuité  sont  ceux  qui  annulent  ^-,  c'est-à- 
dire  qui  rendent  F,,  F.,,  F3  nuls.  Supposons  qu'à  l'intérieur  de  S  il  y 

D (F,  F.  F  ) 
ait  p  de  ces  points  qui  rendent  positif  le  déterminant    n    ' — ~'    *    et 

//  qui  le  rendent  négatif;  l'intégrale  I  a  alors  pour  valeur 

1=4*0»-»): 

tel  est  le  théorème  de  Kronecker  ('  ). 

2.  Mais  la  méthode  même  que  nous  venons  de  suivre  nous  inonde 
la  possibilité  d'étendre  la  proposition  de  Kronecker  en  prenant  au  lieu 
de  M„  d'autres  multiplicateurs. 

Prenons,  par  exemple,  pour  multiplicateur  l'expression  —  »  où  il  dé- 
signe une  forme  quadratique  de  F(,  F2,  F3  définie  et  positive,  en  sorte 
cpie  Ci,  ne  s'annule  qu'avec  F,,  F2,  F3.  Désignons  par  cole  discriminant 
de  la  forme  û.  On  obtient  une  première  extension  de  la  proposition 
de  Kronecker  sous  la  forme  suivante  : 

L'intégrale  de  surface 

.  _    r  r  X  dy  dz  -+-  Y  dz  dx  -+-  Z  d.r  dy 

prise  suivant  une  surface  fermée  S,  a  pour  valeur 

l-  — — > 

\  '" 

où  co  est  le  discriminant  de  û,  p  le  nombre  des  points  intérieurs  à  S 

D  (  F     F    F  ^ 
qui  annulenlF ,,F ,,F \en  rendant  —rrr1 — "    ?  positif  et  n  le  nombre 

n  (  F"     R     F  ï 

de  ceux  de  ces  mêmes  points  qui  rendent    ^  ," — - — ~  négatif. 
La  démonstration  est  des  plus  faciles. 

(')  Voir  le  Traite  de  M.  Emile  Picard,  t.  I,  p.  \iZ. 
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Puisque  ii  est  une  forme  définie  positive,  on  ramènera  0  à  la  forme 

$J  ■+-  $1  +  *; 

par  la  substitution  linéaire 

F,  =  «$,  -h  M>,  -+-  f<I>3, 

F,  =  a"$,  -h  6"$.  +  r"<t>,. 

Désignons  par  .y.,  5,  &  les  déterminants  analogues  à  X,  Y,  Z,  mais 
où$(,<I>,,(I)3  remplacentF^Fj.Fj;  désignons  enfin  par  pie  déterminant 

I  a      h      c 

p  =  la'     h'      c' 
a"     b"     c" 


Ou  a 


C.V., 


Pïï, 


P>> 


D(F„Ft,F,)  _oD(*„+t,*,) 


D(x,r,  c) 


D(x,j,;) 


Enfin,  puisque  i  est  le  discriminant  de  la  forme  $*  +  4>!j  -+-  <!>'■;  ci  u> 
ce  lui  de  la  forme  0,  on  a 

p2w  =  i, 


y'a) 


M  C 


I 


// 


Xrf/^  +  Y  dz  dx  +  Zdxdv 


&//'' 


X  dy  dz  ~h  g  dz  dx  +  %  dx  dy 
^J   J  (*ï  +  *i  +  *ï)* 

D'après  le  théorème  de  Kronecker,  on  a 

C  f -X- dy  dz  +  ?f  dz  dx  +  %  dx  dy        , 

JJ (»;  +  ^  +  ^)        z  =  <>-«)4*, 
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où  p  est  le  nombre  des  points  qui  annulent  $,,$,,  $.,  (ou  F,,  F2,  F3) 

,         D(*.,*„*3)  T      D(F,,F„,F3)       .     .  ,        .         .        "1         ... 
en  rendant  — ^r1 — ^— f1   ou— ^ — ! — r^  qui  est  de  même  signe    positif 

D(.z-,  v,  c)    |  D(x,y,z)     •  J 

et  «  le  nombre  de  ceux  de  ces  points  qui  donnent,  au  contraire,  un  ré- 
sultat négatif. 

On  a  donc  bien  dans  ce  cas 


1  =  4- 


_  p 


\ftâ 


c-        •   .  '      D(F,,F2,F,)       D(*,,*„*3)         .    , 

bi  maintenant  p  = — ,    ,;,        d_iz  et  _A_! — ; — li  sont  de  signes 

'  v/co      DU',  J,~)  D(x,  j,  s) 

contraires.  Soenit  p  le  nombre  des  points  intérieurs  à  la  surface  S  d'in- 

D  t  F     F     p  \ 
tégration  qui  rendent  -frr1 — 2'    ,    positif  et  n  le  nombre  de  ceux  qui 

rendent  ce  déterminant  négatif.  On  aura,  eu  égard  à  l'interversion 
des  -ignés  quand  on  passe  des  F,  aux$,, 

t  r     rïï>dydz-\-Vi  dz  dx  -+-  %  dx dv        ,  x         , 


et  Ton  a  ici 


yto  y  Cl) 


comme  dans  le  premier  cas. 

3.  Nous  allons  maintenant  traiter  le  cas  général  et  nous  serons 
amené  à  un  résultat  tout  à  fait  analogue. 

Soit  P  une  fonction  de  F,,  F,,  F,,  homogène  et  du  degré  3  d'homo- 
généité. Nous  considérons  l'intégrale 

T  _    r  rXdydz  +  Y  dzdx  +  Zdxdy 

prise  suivant  une  surface  fermée  S,  à   l'intérieur  de  laquelle  P  ne 
s'annule  qu'avec  F,,  F2,  F3,  sans  qu'en  aucun  de  ces  points  le  déter- 

,         .  ,  D(F,,F2,F3)    ,  , 

minant  fonctionnel  -=£7-= î— ^  s  annule. 

D{x,y,z) 
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Pour/3  de  ces  points  ce  déterminant  sera  positif,  pour  n  autres  né- 
gatif. 

I /intégrale  I  sera  la  somme  des  p  -+-  n  intégrales  prises  chacune 
suivant  une  très  petite  surface  fermée  entourant  chacune  un  des  points 
précédents. 

Soit  un  de  ces  points  que  nous  pouvons  supposer  être  à  l'origine 
des  coordonnées;  on  aura  dans  le  voisinage  de  ce  point 

F,  =  a,x  -h  b,y  -hc,z  +  ..., 
F,  =  a2x  ■+-  b.,y  -+-  c2z  +. . ., 
F3  =  a3x-h  b3y  +  c%z  +  ..., 


les  termes  non  écrits  étant  d'ordre  supérieur  au  premier.  On  a  de  plus 

«-(S).-     Hf):    Ht): 

en  sorte  que  le  déterminant 


A  = 


a,  b,  c, 
a2  b2  c2 
«3      b3      c3 


n'est  autre  que  le  déterminant  ■   \  "    2'       pour  les  valeurs  particu- 
.. ,  "(■*■>  y-,  -)  r 

ueres  x  =  y  =  z  =  o. 

Le  calcul  de  X,  Y,  Z  donne  alors,  en  s'en  tenant  aux  termes  du  pre- 
mier ordre,  approximation  qui  se  justifie  aisément  (voir  Picard, 
Traité  d'Analyse,  p.  125), 

X  =  1.x,         Y  =  A.jk,         Z  =  A.;, 
tandis  que  l'on  a 

P  =  P(ulx  +  bty  +  c,z,  a,x-hb3y-hc2z,  a3x  -+-  b3y  -+-  c3z), 
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et  l'intégrale  de  surface  autour  du  point  considéré  s'écrira 

■t         \    f  f  x  dy  dz  -+■  y  dz  dx  -+-  z  dx  dy 

1  _     'J  J   V(atx  -h  bty  +  c,s,  a.2x  -h  b,y  -+■  c2z,  a3x  ■+■  b3y  -+-  c3z)' 

Si  l'on  choisissait,  par  exemple,  une  petite  sphère  de  rayon  très 
petit  r,  l'intégrale  s'écrirait,  da  étant  l'élément  superficiel  de  la 
sphère 

Comme  /  /  -p-  aune  valeur  essentiellement  positive,  on  voilque  I, 

aura  le  signe  de  A. 

Pour  calculer  l'intégrale  double  nous  ferons  le  changement  de 
variables 

a,  x  -+-  b,y  ■+-  c,z  =  x', 

a2x  -t-  b2y  ■+■  ctz  =y', 

a3x  +  b3y  •+-  csz  =  z'\ 

on  trouve  aisément  que  l'intégrale 

Ç  Ç        x  dy  dz  +  y  dx  dz  -t-  z  dx  dy 
J  J   PiciiX-h. . .,  a,_x+...,  a3x-h...)' 

qui  est  positive  comme  nous  venons  de  le  voir,  se  change  en 

r  Çx' dy'  dz' ' -\-  y'  dx'  dz' -h  z'  dx'  dy' 
J  J  ~  M'(x',y',z') 

en  sorte  que  la  valeur  absolue  de  I,  est  l'intégrale 


n- 


x'  dy' dz'  -+-  y'  dx'  dz'  -t-  z'  dx'  dy' 


!'(./■■.   y',z') 


effectuée  suivant  une  surface  fermée,  par  exemple  une  sphère  entou- 
rant le  point  x'=y  =  z'=  o.  Plaçons  en  ce  point  le  centre  de  la 
sphère;  posons  x' =  p  sinO  cos;j,  y'—  p  sin6  sinç,  :r'=pcos9,  l'inté- 
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grale  devient 

Ç  f sin8</f/tp 

J  J    i'(s'n6cos-f,  sinôsintp,  cos6)        *' 

car  p  disparaît  parce  que  P  est  homogène  et  du  degré  3  d'homogé- 
néité. Donc  enfin  I,  est  égal  à  ±  a  selon  que  A  est  positif  ou  négatif. 
Conséquemment,  l'intégrale  I,  relative  à  la  surface  S  qui  comprend 
p  points  à  déterminant  positif  et  //  à  déterminant  négatif,  aura  pour 
expression 

a(p-  n). 

Telle  est  la  généralisation  du  théorème  de  Kronecker,  qu'il  serait 
du  reste  aisé  d'étendre  au  cas  de  plus  de  trois  variables. 

Quant  à  a,  c'est  une  intégrale  définie  qu'il  serait  peut-être  intéres- 
sant d'étudier  comme  fonction  des  coefficients  qui  figurent  dans  P. 

La  présente  Note  répond,  comme  on  voit,  à  certains  desiderata  que 
laissait  subsister  le  théorème  de  Kronecker  et  que  M.  Emile  Picard 
avait  formulés  à  la  fin  de  sa  démonstration  (Traité  d'Analyse,  t.  I, 
p.  1 27).  Plus  récemment,  dans  les  (  'omptes  rendus  et  dans  le  Tome  III 
de  son  Traité,  M.  Picard  a  introduit  une  modification  importante 
qui  permet  d'évaluer  le  nombre  exact  des  racines  comprises  dans 
un  contour  ou  dans  une  surface.  Mais  les  remarques  précédentes  s'ap- 
pliquent aussi  bien  au  théorème  dû  à  M.  Picard. 
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Sur  la  détermination,  en  un  point  d'une  surface  du  second 
ordre,  des  axes  de  l'indicatrice  et  des  centres  de  courbure 
principaux; 


Par  M.   A.   MANMIEIM 


Soient  (E)  la  surface  du  second  ordre  de  centre  o,  m  un  point  de 
cette  surface,  N  la  normale  en  ce  point. 

Je  me  propose  de  construire  pour  le  point  m  les  éléments  de  cour- 
bure de  (E),  c'est-à-dire  les  centres  de  courbure  principaux  de  cette 
surface  qui  sont  sur  Net  les  axes  île  l'indicatrice  N',  N"  de  (E)  pour  m. 
Je  vais  démontrer  pour  cela  le  théorème  suivant  : 

1 .  Du  point  a  où  N  rencontre  l'un  des  plans  principaux  de  (E), 
on  mène  un  plan  perpendiculaire  à  cette  droite.  Il  coupe  /<■  dia- 
mètre om  en  un  point  a.  d'où  l'on  abaisse,  sur  le  plan  principal  qui 
contient  a,  la  perpendiculaire  A.  De  même  les  points  de  rencontre 
b,c  deN  et  des  plans  principaux  de  (E)  conduisent  à  des  droites  1  >, 
G  :  les  droites  M,,  M2,  perpendiculaires  à  N  et  qui  rencontrent  A, 
B,  C,  sont  parallèles  aux  axes  de  l'indicatrice  N',  N"  et  leurs  pieds 
fji, ,  ja,  sur  N  sont  les  centres  de  courbure  principaux  de  (E)  pour  le 
point  m. 

Prenons  pour  plan  de  la  figure  le  plan  des  droites  N,  N".  Sur  N, 
on  a  les  points  a,  b,  c  où  cette  droite  rencontre  les  plans  principaux 
de  (E);  de  même  sur  N",  on  a  a",  b",  c". 

Les  droites  aa",  bb",  ce"  sont  les  traces  du  plan  (N,  N")  sur  les  plans 
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principaux  de  (E),  et  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  du  triangle 
formé  par  ces  trois  droites  est  la  projection  du  centre  o  sur  le  plan  de 
la  ligure. 

J'ai  démontré  (')  que  les  droites  N,  N",  aa",  bb",  ce"  sont  tangentes 
à  une  parabole  qui  touche  N  au  point  p.,  centre  de  courbure  de  la  sec- 
tion principale  faite  dans  (E)  par  le  plan  (N,  N").  Menons  à  cette  pa~ 


a," 

m. 

b" 

c"     t 

\ 

» 

7" 

\  V       / 

'b 

/    \s^ 

C-' 

l^\y'  \ 

a> 

1 

N 

rabole  une  tangente  infiniment  voisine  de  N;  elle  détermine,  avec 
cette  droite  et  aa",  un  triangle  circonscrit  à  la  parabole  et  dont  le 
point  de  rencontre  des  hauteurs  est  sur  la  directrice  mp  de  cette 
courbe.  On  obtient  ce  point  à  la  rencontre  de  la  perpendiculaire  élevée 
de  a  à  N  et  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  [/.,  sur  aa". 

On  peut  dire  alors  que  la  perpendiculaire  élevée  de  a  à  N  rencontre 
la  directrice  mp  en  un  point  q,  et  que  la  perpendiculaire  abaissée  de 
ce  point  sur  aa"  coupe  N  au  centre  de  courbure  a,. 

De  là  résulte  que  le  plan,  élevée  de  a  perpendiculairement  à  N,  ren- 
contre le  diamètre  rno  (dont  la  projection  est  mp)  en  un  point  (dont 
la  projection  est  q)  et  que  la  droite  A,  abaissée  de  ce  point  sur  le  plan 
principal  qui  contient  a  (droite  A  dont  la  projection  est  qu-,)  ren- 
contre la  perpendiculaire  M,  élevée  de  a,  au  plan  de  la  figure. 

On  peut  répéter  la  même  chose  en  partant  des  points  b,  c  et  l'on 


('  )  Dans  ce  Journal,  3e  série,  t.  VIII,  p.  167,  et  dans  mon  Ouvrage  :  Principes 
et  développements  de  Géométrie  cinématique,  p.  45i . 
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Lrouve  ainsi  des  droites  B,  C  qui  rencontre  aussi  M,.  De  la  même  ma- 
nière en  prenant  le  plan  (N,  N')  pour  plan  de  la  figure,  on  arrive  à 
une  droite  M,  qui  rencontre  A,  B,  C,  N  et  dont  le  pied  sur  cette  der- 
nière droite  est  le  centre  de  courbure  p.,  de  la  section  principale  faite 
dans  (E)  parle  plan  (N,  N'). 

Ainsi  :  les  droites  M,,  M.,  parallèles  à  Y,  N"  rencontrent  A,  B,  C, 
N  et  leurs  pieds  u.,,  a._,  sur  celte  dernière  droite  sont  les  centres  de 
courbure  demandés.  Le  tbéorème  i  est  donc  démontré. 

On  voit  que  cette  démonstration  repose  sur  une  propriété  relative  à 
une  parabole  et  à  deux  tangentes  à  cette  courbe.  Cette  même  propriété 
conduit  encore  dans  l'espace  à  un  autre  tbéorème. 

On  peut  considérer  le  point  q  comme  la  projection,  sur  le  plan  de 
la  figure,  de  la  droite  d'intersection  L  du  plan  élevé  de  a  perpendicu- 
lairement à  N  et  du  plan  (o,  N').  Le  plan,  qui  projette  L  sur  le  plan 
principal  qui  contient  a,  coupe  N  au  point  [j., ,  puisque,  perpendiculaire 
au  plan  de  la  figure,  ce  plan  se  projette  suivant  q  pi.,. 

On  obtient  ainsi  ce  tbéorème  auquel  Laguerre  est  arrivé  analyti- 
quemenl  (')  : 

2.  Le  plan  élevé  de  a  perpendiculairement  à  N  coupe  le  plan 
i».N  )  suivant  une  droite  :  le  plan  mené  par  cette  droite,  perpen- 
diculairement au  plan  principal  de  (E)  qui  contient  a,  coupe  N  au 
rentre  de  courbure  [/.,. 

Ce  théorème  ne  permet  de  déterminer  les  centres  de  courbure  a, ,  u,2 
que  lorsqu'on  connaît  les  axes  de  l'indicatrice  N',  N",  tandis  que  mon 
théorème  donne  à  la  fois  les  axes  de  l'indicatrice  et  les  centres  de 
courbure  principaux.  Je  vais  montrer  que  ce  dernier  théorème  peut  se 
déduire  du  tbéorème  2. 

J'ai  appelé  L  la  droite  d'intersection  du  plan  (o,  N')  et  du  plan  élevé 
de  a  perpendiculairement  à  N.  Pour  chacun  des  points  de  rencontre 
de  N  avec  les  plans  principaux  de  (E),  il  existe  une  droite  telle  que  L 
et  ces  trois  droites  sont  parallèles  à  N'.  Les  plans,  qui  les  projettent 
respectivement  sur  les  plans  principaux  de  (E),  comme  il  a  été  dit, 
passent  par  [x,  ;  ils  se  coupent  alors  suivant  une  même  droite  M,  issue 


(  ')  Dans  ce  Journal,   3e  série,  t.  IV,  p.  a5i. 
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de  a,  et  parallèle  à  N'.  Du  point  a,  où  le  plan  mené  de  a  perpendicu- 
lairement à  N  coupe  le  diamètre  om,  abaissons  la  perpendiculaire  A  sur 
le  plan  principal  qui  contient  a.  Puisque  a  est  un  point  de  L,  la 
droite  A  est  dans  le  plan  projetant  cette  droite  et  dont  il  vient  d'être 
parlé.  La  droite  A  rencontre  alors  Mp. 

De  même,  aux  autres  points  de  rencontre  de  N  avec  les  plans  prin- 
cipaux de  (E)  correspondent  des  droites  B,  C  qui  rencontrent  aussi  M,. 

En  employant  le  plan  (o,  N")  comme  on  vient  d'emplover  le  plan 
i  o,  N  |  on  trouve  que  les  droites  A,  B,  C  rencontrent  M2  parallèle  à  N" 
et  dont  le  pied  sur  N  est  le  centre  de  courbure  uu. 

Les  droites  M,,  M2,  issues  de  u,  et  p.2,  sont  donc  des  perpendicu- 
laires à  N  qui  l'une  et  l'autre  rencontrent  A,  B,  C  :  le  théorème  1  est 
donc  obtenu  en  partant  du  théorème  2. 

En  employant  l'hyperboloïde  qui  a  pour  directrices  A,  B,  C,  on 
peut  dire  : 

5.  Les  génératrices  de  l'hyperboloïde  (A,  B,  C),  qui  rencon- 
trent N  à  angle  droit,  .sont  parallèles  aux  axes  de  l'indicatrice  de  (E) 
en  m  et  leurs  pieds  sur  N  sont  les  centres  de  courbure  principaux 
de(E). 

On  n'a  ainsi  qu'une  solution  théorique  du  problème  en  question, 
car  il  reste  encore  à  montrer  comment  on  peut  construire  effective- 
ment les  éléments  de  courbure  de  (E). 

Les  directrices  A,  B,  C  de  l'hyperboloïde  étant  parallèles  aux  axes 
de  (E),  qui  sont  les  arêtes  d'un  trièdre  trirectangle,  cet  hyperboloïde 
est  équilatère. 

Les  droites  M,,  M2,  génératrices  de  cette  surface,  sont  perpendi- 
culaires l'une  à  l'autre;  comme  N  leur  est  perpendiculaire,  cette  droite 
est  une  génératrice  de  l'hyperboloïde. 

Les  points  [/.,,  u.2  sont  alors  les  points  de  rencontre  de  génératrices 
qui  se  rencontrent  à  angle  droit;  ils  appartiennent  à  la  sphère  (S)  lieu 
des  sommets  des  trièdres  trirectangles  circonscrits  à  l'hyperboloïde. 
Construisons  alors  la  sphère  (S).  Pour  cela,  menons  par  les  droites  A,  B 
des  plans  parallèles  à  C  :  ces  plans  se  coupent  suivant  une  droite  C 
qui  est  une  génératrice  de  l'hyperboloïde.  On  a  de  même  A'  et  B'.  Les 
points  de  rencontre  de  A',  B',  C  et  de  A,  B,  C  appartiennent  à  (S). 
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Cette  sphère  est  alors  circonscrite  au  prisme  droit  dont  ces  six  droites 
sont  des  arêtes  et  elle  est  facile  à  construire. 

4.  Celle  sphère  (S)  coupe  N  aux  points  fj.,,  [x2,  centres  de  cour- 
bure principaux  de  (E). 

Ces  points  étant  déterminés,  il  suffit  d'ajouter  : 

5.  Les  perpendiculaires  à  N,  élevées  des-  points  \i, ,  jju  cl  qui  ren- 
contrent A  ou  B  ou  C,  sont  parallèles  aux  axes  de  l'indicatrice 
de  (  E)  pour  le  point  m. 

Les  éléments  de  courbure  de  (E)  sont  donc  construits. 


SUR    L  ÉQUILIBRE    ET    LES    MOUVEMENTS    DES    MERS.  5n 


S/a-  l'équilibre  et   les    mouvements  des   mers 
Pau  M.  H.   POINCARÉ. 


Introduction. 


Le  problème  des  marées  présente  une  telle  complication  qu'il  ne 
peul  guère  être  abordé  du  premier  coup  dans  toute  sa  généralité  el 
M""'1  convient  de  partager  la  difficulté.  Il  faudrail  tenir  compte  à  la 
fois  de  l'attraction  des  astres,  de  celle  du  bourrelel  liquide  qu'ils  sou- 
lèvent, de  l'inertie  du  liquide,  de  la  présence  des  continents,  de  la  ro- 
tation du  globe  ei  de  la  force  centrifuge  composée,  etc. 

Peut-être  serait-ce  s'acheminer  vers  la  solution  complète  que  d'exa- 
miner séparément  chacune  de  ces  difficultés  el  de  chercher  à  résoudre 
le  problème  quand  on  n'a  à  triompher  que  d'une  seule  d'entre  elles. 

Si  les  astres  étaienl  fixes  par  rapport  à  la  Terre  et  entraînés  dan. 
son  mouvement  de  rotation,  le  problème  serait  beaucoup  plus  simple, 
puisque  la  surface  des  océans  prendrait  une  position  d'équilibre  dont 
elle  :,<•  s'écarterait  plus.  On  n'aurait  plus  alors  à  tenir  compte  ni  de 
I  inertie  du  liquide,  ni  de  la  force  centrifuge  composée  et  l'on  serait 
ramené  à  une  simple  question  de  Statique. 

On  pourrait  encore  se  contenter  de  cette  approximation  si  le  mou- 
vement des  astres  était  très  lent;  les  mers  prendraient  alors  une  forme 
très  peu  différente  de  leur  figure  d'équilibre. 

Malheureusement  il  n'en  est  pas  ainsi  et  cependant  la  solution  de 
cette  question  peut  avoir  une  importance  pratique  ;  les  oscillations 
réelles  des  mers  peuvent  être  regardées  comme  la  superposition  d'un 

Journ.  de  Math.  (5*  série),  tome  II.  -  Fasc.  I,   [SqG.  8 


58  H.    POINCA.RÉ. 

grand  nombre  d'oscillations  périodiques,  les  unes  à  courte,  les  autres 
à  longue  période.  Chacune  de  ces  oscillations  partielles  se  comporte 
comme  si  elle  était  seule.  Les  oscillations  à  très  longue  période  peu- 
vent alors  se  calculer  par  la  méthode  statique.  C'est  ce  qu'ont  très 
bien  aperçu  lord  Kelvin  et  M.  Tait  (Cf.  Tait  et  Thomson,  Truite  de 
Philosophie  naturelle). 

Cette  étude  statique  serait  extrêmement  simple  si  les  océans  recou- 
vraient toute  la  surface  de  la  Terre;  l'emploi  des  fonctions  sphériques 
donnerait  une  solution  immédiate,  soit  que  l'on  néglige  l'attraction  du 
bourrelet  liquide,  soit  qu'on  en  tienne  compte. 

La  présence  des  continents  complique  le  problème;  si  l'on  néglige 
l'attraction  du  bourrelet  liquide,  il  suffit  d'appliquer  une  correction 
très  simple;  c'est  ce  qu'ont  fait  Tait  et  Thomson. 

J'ai  voulu  le  traiter  en  tenant  compte  à  la  fois  de  l'attraction  du 
bourrelet  et  de  la  présence  des  continents;  j'y  suis  parvenu  en  intro- 
duisant certaines  fonctions  dont  les  propriétés  rappellent  celles  des 
fonctions  sphériques,  mais  qui  dépendent  de  la  forme  des  continents. 

Je  me  suis  occupé  ensuite  des  oscillations  à  courte  période,  mais  en 
négligeant  d'abord  F  attraction  du  bourrelet  liquide.  Il  est  d'abord 
aisé  de  voir  que  l'étude  des  oscillations  éprouvées  par  la  mer  sous  l'in- 
fluence dos  mouvements  des  astres  se  ramène  à  celle  de  ses  oscilla- 
tions propres,  c'est-à-dire  de  celles  qu'elle  éprouverait,  si  elle  était 
soustraite  à  celte  in/luence  et  si  elle  était  écartée  de  sa  figure  d'équi- 
libre, puis  abandonnée  à  elle-même.  C'est  ainsi  que  l'intégration  des 
équations  différentielles  linéaires  à  second  membre  se  ramène  à  l'inté- 
gration des  équations  sans  second  membre. 

J'ai  donc  été  conduit  à  étudier  les  oscillations  propres  d'un  liquide. 
J'ai  supposé  d'abord  que  ce  liquide  était  enfermé  dans  un  vase  assez 
petit  pour  qu'on  puisse  négliger  la  courbure  de  la  surface  d'équilibre  ; 
j'ai  distingué  le  cas  où  la  profondeur  est  finie  et  celui  où  elle  est  infi- 
niment petite. 

J'ai  abordé  ensuite  le  cas  où  le  vase  est  assez  grand  pour  qu'on  doive 
regarder  la  surface  d'équilibre  comme  sphérique. 

J'ai  fait  ressortir  l'analogie  de  ce  problème  avec  celui  des  vibrations 
d'une  membrane  tendue  dont  je  me  suis  occupé  dans  les  Rendiconti 
del  Circo/o  mate  mat  ico  di  Palermo. 
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Enfin  j'ai  abordé  un  problème  se  rapprochant  beaucoup  plus  de  la 
réalité  et  j'ai  tenu  compte  de  la  rotation  du  Globe  et  de  la  force  cen- 
trifuge composée. 

1.        Équilibre  des  mers. 

Soit  \  |  li'  potentiel  <lù  à  la  sphère  terrestre,  \  .>  celui  qui  est  dû  an 
bourrelet  liquide,    t-  <p  celui  qui  est  dû  aux  astres  et  à  la  force  centri 
fuge.  Le  potentiel  total  V,+  \.,-±-  <p  devra  être  égal  à  une  constante  C 
à  la  surface  de  la  nier  qui  différera  d'ailleurs  peu  d'une  spbère 

V,  +  V2  +  ?  =  C. 

Soit  p  la  densité  de  la  sphère  terrestre,  i  son  rayon,  //  l'épaisseur 
du  bourrelet,  de  telle  façon  (pic  la  dislance  de  la  surface  de  la  mer  au 
centre  de  la  Terre  soit  i  -+-  h  ;  nous  aurons 

\,  =^p(J  +  A)-<  =  iup-^PA. 

Soit  a-  la  densité  du  liquide,  Va  pourra  être  regardé  comme  le  poten- 
tiel d'une  surface  al  tirante;  cette  surface  pourra  être  confondue  ;i\<t 
celle  de  la  spbère  terrestre  et  la  densité  superficielle  de  la  matière 
attirante  sera  nh. 

Si  j'envisage  la  dérivée    ,  ~>  elle  aura  des  valeurs  différentes  en  un 

point  très  voisin  de  la  sphère,  mais  intérieur,  et  en  un  point  très  voi- 
sin de  la  spbère,  mais  extérieur.  Pour  éviter  toute  confusion,  je  dési- 
gnerai par  —j-f  la  dérivée  en  un  point  intérieur  et  par  -~  la  dérivée 
en  un  point  extérieur;  il  viendra  alors 

D'autre  part,  si  V2  à  la  surface  de  la  spbère  est  développée  en  série  de 
fonctions  sphériques  et  que  Ton  ait 

V2  =  £X„, 


60  II .     POINCAHÉ. 

il  viendra 

^  =  2nX«      ■3ï?=-ïc»+i)X.i 

d'où 

4tt(tA  =1(2/?  +i)X„=  a^2  4-V,'. 
L'équation  d'équilibre  devient  donc 

J*p-|ltPA  +  V,  =  C 

v.(-f.)-K^  =  c-i«P-t. 

Cette  équation  devra  être  satisfaite  à  la  surface  des  mers;  à  la  surface 
des  continents,  on  devra  avoir  h  =  o,  d'où 

2   -y-    -+-    \  '  ,  =  O. 

Enfin,  à  l'intérieur  de  la  sphère,  on  aura 

AV,  =  o. 

Nous  pouvons  simplifier  un  peu  ces  notations;  supprimons  d'abord 
l'indice  2  devenu  inutile  et  écrivons  V  au  lieu  de  V2.  Posons  ensuite 

t,=  V'.    f=V*-     (c -Ht '=-.*• 

On  devra  avoir  à  la  surface  des  mers 

ar  '  " 

il  à  la  surface  des  continents 

d\       ,- 

2-t-   -+-  V  =  0. 

r//' 

Pour  réunir  ces  deu\  équations  en  une  seule,  j'introduirai  un  coef- 
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ficient  s  qui  sera  égal  à  ,  sur  la  surface  des  mers  et  à  o  sur  celle  des 
continents  et  j'écrirai 

2Ô7.  -+-V  =  So£V  +  ^$  +  A  ». 

Le  problème  consiste  alors  à  trouver  une  fonction  V  qui  satisfasse  à 
'équation  (i)  à  la  surface  de  la  sphère  ci  à 

AV  =  o 
à  1  intérieur  de  la  sphère. 

Pour  cela  remplaçons  l'équation  (i)  par 

"'■'  E  est  une  indéterminée  et  développons  V  su,  van.  les  puissances  de  '- 

>ui|  '  *• 

V  =  p,  +  Çpl  +  ç»Pa_.... 


II  viendra 


'/>„ 


SF-»-p.  =  *(*  +  *), 


c,  =  •  r 


et,  en  général, 

"■aF  +  p.-ïp.-, 

à  la  surface  de  la  sphère  et 

<3>  A,„  =  o 

à  l'intérieur. 

Le  théorème  de  Green  nous  donne 


JVn^d7''-v^)dbi=^ 
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ou,  en  tenant  compte  de  (2), 

(  i)  ( (vnv,„-i—  f>mv„-,)zd<ù  =  o. 

Les  intégrations  doivent  être  étendues  à  tous  les  éléments  dm  de  la  sur- 
face de  la  sphère. 
Posons 

/   vmvR  z</w  =  \  ,„_,,. 

L'équation  (4)  montre  que 

v,„,n  ,=  V,,,.,,», 
■  ■I  comme,  d'ailleurs, 

V„,„  =  Y,„„. 
on  conclut  que 

vm,fl  =  v0i,n;„, 

ce  qui  me  permettra  d'écrire  avec  un  seul  indice 
V,n,B  =  Vm+n. 

Je  dis  que  Y„  est  essentiellement  positif;  en  effet,  si  //  =  2/).  on  a 

Y„=   /  p*ed<o>o, 
et  si  n  -=  ip  —  1 ,  on  a 

v„  =  yV,-,  id<»  =  fvp (2 ^  +  Pj>) r/co  =  I  2P,  -^ &d  -t-_ /  >;yw. 

ou,  en  vertu  du  théorème  de  Green, 

v.=a/2(è),*+/^*B>°- 

La  première  intégrale  doit  être  étendue  à  tous  les  éléments  di  du 
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volume  de  la  sphère  el   2(-jr)    (1st  la  somme  des  carrés  des  trois 
dérivées  partielles  de  vp. 

Si  Ton  change  <p  en  cp-t-Xf,,,  r„  se  change  en  r„  +  Ài'„+l;  V2/J  el 
\  _.„_,  se  changent  en 


el 


/  <  >'„  +  >-< ',, .  ,  )'-'  tdia  =  V2„  +  2X  V,,,,,  +  A-  \,„  ., 

f(<      I    Xe 1  va   ,  +  lv„)i(ko  =  V,„_,  +  rj  XV,,,  +  ~/r\  , ,    ,  - 

Ces  expressions,  quel  que  soit  À,  doivent  être  positives;  c'est-à-dire 
que  les  équations  en  X 

Y,„-t-  2XVïn+1  +  ''.-\ ,u.,  =  o,         Y,„_,  4-  2XV2a-t-  X2V2B+I  =  o 

doivent  avoir  leurs  racines  imaginaires.  On  a  donc 

v2„+.<v2„v2n+2,      v2n<v2B.,v2„+n 

d'où 

ï»  <y!f±1<v!2±î. 

Le  rapport  -~  va  donc  en  croissant  avec  re. 


Or 


\ 


/  P«  £C^°  /  Pn 


C?W 


< 


Si  r„  est  développé  en  série  de  fonctions  sphériques  sous  la  forme 


nous  aurons 


di'a  v      v 


Si  nous  posons 
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il  \  iendra 

fv*doi=  ï  \;, 


el 


fL(£)'*  =  f£'-*—*rV< 


X 

s  a.; 

v„ 

^ 

1            S(2/>  +  l)A*   ^ 

~V 

Soit 


<> 


$  4-  k  =  a,  m,  -+-  a2œ2  -+-  . . .  +  a?<pv, 


où  ©,,  <p2,  . . .,  9,,  sont  y  fonctions  données  et  où  a,,  a»,  . . .,  ay  sont  des 
indéterminées.  Les  fonctions  V  et  c„  seront  des  fonctions  linéaires  el 
homogènes  des  a,  et  nous  pourrons  poser 

,•„  =  a,  p','  :  -+-  y.2  e;;'  -4-  . .  '.  -+-  «?PÎf'. 

Le  rapport 

V,„ 


V2„_, 
dépend  aussi  des  a. 

Or,  si  q  =  v2,  je  puis,  quels  que  soient  les  fonctions  cp;,  choisir  les 
indéterminées  a  de  telle  façon  que  le  développement  de  vn  en  série  de 
fonctions  sphériques,  commence  par  une  fonction  d'ordre  v  —  i. 

On  aura  alors 

(  lonsidérons  a,,  a2,  . . .,  a?  comme  les  coordonnées  homogènes  d'un 
point  dans  l'espace  à  q  —  t  dimensions.  On  pourra  trouver  dans  cet 
espace  une  région  R„  telle  qu'à  l'intérieur  de  cette  région  l'inégalité  |  5  ) 
soit  vérifiée. 

On  pourra  également  trouver  une  région  lî,t+(  telle  que  dans  cette 
région  on  ait 

VLsa<_L_. 
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Cette  région  sera  tout  entière  contenue  dans  l!„,  puisque 

v  \  v 


On  peut  en  conclure  que,  quand  n  croît  indéfiniment,  R„  tend  à  se 
réduire  à  une  région  limite  que  j'appelle  K,  qui  peut  se  réduire  à  un 

seul  point,  niais  qui  contient  au  moins  un  point. 

Le  rapport  -"'-  allant  en  croissant  el  étanl  plus  petit  que  i  tend 

vers  une  limite  qui  est  au  plus  égale  à  i  ;  mais  d'après  ce  qui  précède, 
si  le  point  a,,  a2,  . . .,  a,  est  dans  la  région   U,  cette  limite  sera  plus 

petite  que 


<  >u  peut  donc  trouver  un  nombre  A  tel  que  l'on  ait 

Y„        \(2v  -,)-», 

pourvu  que  le  point  oc,,  a2,  . . .,  a?  soit  dans  la  région  R. 

Cela  posé,  il  est  aisé  d'intégrer  l'équation (2). Soient  du  et  dto'  deux 
éléments  de  la  surface  de  la  sphère;  D  la  dislance  de  ces  deux  élé- 
ments; soient  1'  et  v'n_{  les  valeurs  des  fondions  ■  et  e„_,  au  centre  de 
gra\  ilé  de  l'élément  dut'  ;  on  aura 

(6)  Vn  =  j-^— 

Je  me  propose  de  trouver  la  limite  supérieure  de  |  r„  |  que  j'ap- 
pelle gn. 

Pour  cela,  je  divise  la  surface  de  la  sphère  en  deux  régions,  que 
j'appelle  R"  et  R'".  Ces  deux  régions  seront  séparées  l'une  de  l'autre 
par  un  petit  cercle  qui  sera  l'intersection  de  la  sphère  terrestre  avec 
une  autre  sphère  ayant  pour  centre  l'élément  dw  et  pour  rayon  ik.  La 
région  R"  sera  celle  des  deux  régions  qui  contiendra  l'élément  f/a>. 
Nous  poserons 

v„  =  v"n  +  P™. 

vn  sera  défini  comme  v„  par  l'intégrale  (6);  seulement  cette  intégrale, 

Journ.  de  Math.  (5"  série),  tome   II.   —  Fasc.   1.    [896,  [) 


66  H.     POINOARÉ. 

au   lieu  d'être  ('tendue  à  la  sphère  tout  entière,   sera  étendue  à   la 
région  R";  de  même,  v'"n  sera  l'intégrale  (G)  étendue  à  R'". 
(  >la  posé,  nous  aurons 

Les  intégrales  doivent  être  étendues  à  R'".  La  première  est  plus 
petite  que 

étendue  à  la  sphère  tout  entière  ;  mais  cette  dernière  est  égale  à 

Je'p;?_,ofo'=V2B_2; 
car 

s'=  o     ou  i  d'où         s'  =  i- ■ 

D'autre  part, 

car  dans  R"  on  aD>a. 
Il  vient  ainsi 

Ki<^<^v/£e>v  -,)-<«-<> 

(si  le  point  a,,  a2,  . . .,  a(/  est  dans  la  région  R). 
On  a  ensuite 


Les  intégrales  doivent  être  étenduesàR";  la  seconde  est  aisée  à 
calculer;  elle  est  égale  à 

1 
Il  vient  donc 

I  Vn     <     — ' 


et 
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d'où 

La  quantité  [a  est  arbitraire;  mais  il  nous  sul'lii  de  lui  donner  une 
valeur  quelconque;  l'inégalité  précédente  peut  s'écrire 

a  et  6  étant  des  constantes. 

Si  X  esl  la  plus  petite  des  deux  quantités 

£  =  el        ■ , 

2  2V  —  I 

cela  s'écrit 

£•„<  a  X"-t-X  #■„_,. 
On  en  déduit 

g-,  <(a  +  #0)X, 

#2  <  aX2  +  \gt  <  X2(2«  4-  g0), 

g-,<aX3+X^a<X'(3a  +-#,), 


gn<K'(na-hgQ  1. 
Comme  la  est  arbitraire,  je  puis  prendre 

1        ^   2V  — I 

d'où 

X  =  — L_. 


Il  résulte  de  là  que  la  série 
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est  (  pourvu  que  le  point  a,,  a, a,  soit  dans  la  région  R)  absolu- 
ment et  uniformément  convergente  toutes  les  fois  «pic 

|Ç|<2V-I. 

Soit  maintenant 

<p*     :  a,  ($  -4-  k)  +  a2P„  +  a,v,  -H. . .-+-  a,P,.j        (y  =  v2  i. 
'}''„  =  a,  »',,  +  «2^11+1  +•••-+-  V"«+/   i  • 

(7)    v*=p;+Êe;  +  ç»e;+..., 


d'oi 


2-r-  -4-  \    —  ::\    -t-  eç 


Si  alors  V*  est  regardée  comme  une  fonction  de  ç  définie  par  la 
série  (7)  et  si  le  point  a,,  a.,,  ....  xq  est  clans  la  région  II,  cette  fonc- 
tion de  :  sera  holomorphe  dans  le  cercle  de  rayon  2v  -t-  1. 

Mais  on  a 

V 


d'où  l'on  peut  conclure  que  \  est  nue  fonction  rationnelle  de  V*  et  de  2j 
et  que,  par  conséquent,  à  l'intérieur  du  cercle  de  rayon  2v  +  1,  V  est 
une  fonction  méromorphe  de  H  dont  les  pôles  sont  les  racines  de  l'é- 
quation 

7. ,  rç'<-'  +  ol,  ^~-  +  a3  &-3  -t- . . .  +  a,_ ,  ?  +  y.q  =  o. 

<  iomme  v  est  arbitraire,  il  résulte  de  là  que  \  est  méromorphe  dans 
tout  le  plan  et  que  ses  pôles  sonl  fixes,  je  veux  dire  indépendants  du 
centre  de  gravité  de  l'élément  dw. 

Je  vais  maintenant  montrer  que  les  pôles  sont  simples  et  étudier  les 
résidus;  je  veux  démontrer  que,  si  :,  est  un  pôle  et  U,  le  résidu  corres- 
pondant, on  a  à  la  surface  de  la  sphère 
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el  à  l'intérieur 

AU,=  o. 

Il  me  suffirait  pour  cela  de  répéter  le  raisonnement  que  j'ai  fait  dans 
mon  Mémoire  sur  1rs  équations  de  la  Physique  mathématique  qui  a 
été  inséré  dans  les  Rendiconti  del  Circolo  matemalico  rfi  Palermo; 
il  est  inutile  de  le  reproduire  ici. 

Le  1  héorème  de  Green  nous  donne 

ou  en  vertu  des  équations  (  1  bis  )  et  (8  ) 

I  e  dmlWltUi  -  U,-(ÇV  4-  *  +  A)]  =  o, 
ou 

(&--Ç)  A VI  (<fa       Al  ,(ft  +  *)efo>. 


Soit  alors 

v  _  _ 

\    ne  dc\  iendra  pas  infini  pour  H  =  ?,;  il  viendra  donc 

mi  pour  H  =  H, 

(9)  -  A U;  rfw  =  A  U{($  -h  A) r/co. 

2.   —  Fonctions  fondamentales. 

Il  n'y  aura,  en  général,  qu'une  seule  fonction  V,  qui  satisfasse  à 
l'équation  (8)  ou  plutôt  toutes  les  fonctions  qui  satisferont  à  cette 
équation  ne  différeront  que  par  un  facteur  constant. 
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Soit  iij  une  de  ces  fonctions;  je  la  choisirai  de  telle  façon  qui 


/' 


ir  (kû 


et  la  solution  la  plus  générale  de  l'équation  (  8  i  sera 

U|=A/«/, 

A,  étant  un  facteur  constant;  je  dirai  que  //,  est  une  fonction  fonda- 
mentale. 

Il  est  aisé  de  voir  que,  si  ut  et  uk  sont  deux  fonctions  fondamentales 
correspondant  à  deux  nombres  différents  ç,  et  ijA,  on  aura 


(io)  j  llljUh 


do> 


Mais  il  peut  arriver  aussi  que  plusieurs  fonctions  linéairement  indé- 
pendantes sut  isfassenl  à  une  même  équation  (S).  Il  n'y  en  aura  en  tout 
cas  qu'un  nombre  fini  (au  plus  v2,  si  |H,|  •<  2v  —  i  ). 

Toutes  les  fonctions  U,-  qui  satisfont  à  l'équation  (8)  peuvent  s'ex- 
primer linéairement  à  l'aide  de  q  -t-  i  fonctions  linéairement  indépen- 
dantes que  j 'appellerai  fondamentales  et  que  je  désignerai  par 

llh       Ui+{,       ...,       Ui+g. 

Je  pourrai  choisir  ces  fonctions  fondamentales  de  telle  façon  que 

ls.u*doi  =  i,  f  e «j uk d(a  =  o         (i'k). 

Nous  aurons  alors 

U,-  =  Af •*/,-  +  A{-+,  ui+l  + . . .  -t-  A,  9ut  ,r 

les  A  étant  des  facteurs  constants. 

Voici  quelles  règles  je  suivrai  pour  le  numérotage  des  fonctions  a, 
et  des  nombres  H,. 
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J'observe  d'abord  que  les  nombres  H,  sont  essentiellement  positifs  et 
plus  grands  que  î . 

Je  les  rangerai  par  ordre  de  grandeur  croissante.  Mais  il  pourra 
arriver,  comme  je  viens  de  le  dire,  qu'un  même  nombre  rz,  corresponde 
à  q  +  î  fonctions  fondamentales 


Dans  ce  cas.  je  désignerai  indifféremment  le  nombre  E,  par  les 
lettres 

t  r  £ 

el  le  nombre  suivanl  sera  :,+y4_,. 

Dans  ces  conditions  le  nombre  ijA  correspondra  toujours  à  la  fonc- 
tion uh  de  même  indice,  cl  an  lien  d'écrire  le  terme  infini  de  V  corres- 
pondait an  pôle  \  =  H,  sons  la  forme 


je  pourrai  I  écrire 


Les  coefficients  A,  se  calculent  aisément  à  l'aide  de  la  formule  (9); 
on  trouve 

\,         -A  u,  («I'  +  k)d(à. 
On  aura  évidemment  l'inégalité 

Si  une  fonction  quelconque  F  est  développable  en  série  de  fonctions 
fondamentales  sous  la  forme 

F  =  B,  a,  -+-  B2u2  4-. . ., 


uf 

5-6,* 

g—  -t-  . 

;  —  ç.+i 
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on  aura,  en  vertu  dos  relations  (10), 

B,=  ftUitfdtù. 


>,=/^F 


L'analogie  avec  les  fonctions  sphériques  esl  donc  évidente. 

D'ailleurs,  il  y  a  un  cas  où  nos  fonctions  fondamentales  se  réduisent 
aux  fonctions  sphériques  elles-mêmes:  c'est  le  cas  de  i  =  :  c'est-à-dire 
celui  où  les  mers  recouvrent  toute  la  surface  «lu  Globe. 

De  l'égalité  (6)  nous  avons  déduit  plus  haut  l'inégalité  suivante. 
où  gn  représente  le  maximum  de  |r„|  : 


(12)  -i<^^Nv.,:J+^„_,. 


Nous  avons  de  mèmi 


dut 
dr 


e'  u)  du' 


■r    C  t' Ut  di 


(  '.elle  relation,  où  les  notations  ont  le  même  sens  que  dans  la  rela- 
tion (6),  est  analogue  à  l'égalité  (6)  ;  seulement  vn  et  p„_,  sont  rem- 
placés par  //,•  et  \,u ,. 

Nous  pourrons  donc  récrire  l'inégalité  (12)  en  y  remplaçant  g„  pat 
le  maximum  de  |«,-|,  que  j'appelle  G,,  ga_,  par  le  maximum  de^w,!,  qui 
est  H,  G,,  et 

par 

ASJaJrfw      ;;■ 

L'inégalité  devient  ainsi 

G<  — F  +  ô?'(''- 

3  |A\   "  2 
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d'où 


v  (  ;  -  ■ 


\     T- 

«I  ou  enfin 

G,< 

Nous  avons  ensuite,  par  l'inégalité  de  Schwarz, 

^0^ b--^leàlparla 

pelle  (/etj'en  dfduis      J *  ^ardé~  donnée  ;  je  l'ap- 

M<Q- 


v*  A.,-  «,-  / 1  y 


Envisageons  la  séri 

Cette  série  sera  absolument  convergente  si  la  suivante  l'est 

V1  -V  ", 

°r'  lete™e  général  de  cette  série  est  plus  petit  que 
Q  ?-<„-„ 

(  >r 

I)  Çv.>av-i. 

I  Jonc 

ï  -    /  -■    • 
5/>C  y7!, 
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C   étant  une  constant''.  Le  terme  général  est  donc  plus  petit  qu'un 
facteur  constant  multiplié  par 


p— i 


La  condition  de  convergence  est  donc  que 
p>3. 


Considérons  alors  la  série 


w=y 


A,-//,-E5 

(;-î-)?r 


elle  converge  uniformément  et  représente  une  fonction  méromorphe  VN 
qui  a  mêmes  pôles  et  mêmes  résidus  que  *\  :  on  a  donc 

V  =  W+  E(Ç), 

E  désignant  une  fonction  entière  de  \. 
D'autre  part,  on  a 

La  série  du  second  membre  convergeant  uniformément,  d'où 


2™+W  =  eÇW  -e^^; 


la  série  du  dernier  terme  du  second  membre  est  encore  absolument  et 
uniformément  convergente.  Connue  on  a.  d'autre  pari, 


-  cil 

on  en  déduira 


+-V  =  ££V  +  £(*  +  *), 


Soit  alors 
(i3)  E=  e0+e,2j 
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on  aura 

sauf  pour  n  =  o  et  //  =  5,  pour  lesquels  nous  devrons  écrire  les  équa- 
tions suivantes  : 

d?    >-«•  =  *(*  +  *  >;       ,,,.      <\     ^   -><  — • 

Les  équations  qui  définissent  les  e„  sonl  doue  à  partir  de  />  6  tout 
à  fait  de  même  forme  que  les  équations  qui  définissent  les  e,7. 

Si  doue  oousdésig is  par  K„,.„  les  intégrales  analogues  aux  Y,,,,,, 

nous  voyons  que 

'■'111,11         "m-wu 
»>0,  -îr-  <  ,. 

Ces  inégalités  sont  vraies  pour  n  >  io;  donc  à  partir  de  /?  =  io,  le 
E 
rapport -~  qui  est  positif  va  en  croissant;  et  alors  à  moins  que  ce 

rapport  ne  soit  constamment  oui,  il  tendra  vers  une  limite  différente 
de  o  qui  sera  l'inverse  du  rayon  de  convergence  de  la  série  (i3). 

Mais  la  fonction  E  doit  être  entière  :  il  faut  donc  que  ce  rapport  soit 
constamment  nul  et  que  Ton  ait 

pour  n  >  i  o  ;  on  a  donc 

/  te\  (k<j  =  o, 
et,  par  conséquent 

en=o, 
pour  n>6. 

La  fonction  E  est  donc  un  polynôme  du  5e  degré. 
Comme  Y\  est  divisible  par  i:5,  on  aura  évidemment 

E  =  P0  +  e,  \  +  v2¥  H-  Pa£3  +  r.,  Ç*  +  vs  î\ 
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<  )n  a,  d'ailleurs,  en  comparant  les  développements  de  E,  \  et  \\  , 


L'équation 
donne  alors 


dr 


•23 


V», 


Si  maintenant  je  suppose  que  Ton  puisse  trouver  cinq  fonctions  ir,, 
«>2,  ir3,  u\,  ir,  telles  que 

+■  U\,  —  £(V„  2  -j-    +  W3  =  £W2,  2  -7-7    -h  IV,  =  E(PS) 


dr  -  ."  d/ 


w.i ,  2  — ^- h  $  +  A :  =  £< 


convergera  et  l'on  aura  tout  simplement 

(.5)  V=2^- 

C'est  ce  qui  arrivera  si  la  fonction  4»  +  k  est  continue  ainsi  que 
toutes  ses  dérivées  et  si  elle  s'annule  ainsi  que  ses  dérivées  des  cinq 
premiers  ordres  sur  le  boni  des  continents. 

J'ajouterai  que,  selon  toutes  les  analogies,  la  série  (i4)  est  proba- 
blement toujours  convergente  et  la  formule  (i5)  toujours  vraie. 
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3-4.  —  Application  aux  marées. 

Supposons  donc  que  la  série  (i4)  soi»  toujours  convergente,  ce  qui 
donne 

v_2*g. 

La  fonction  <I>  est  donnée;  nous  pourrons  donc  la  développer  sous 
la  forme 

et  nous  aurons  de  même 

1  =ytC/ tt,, 

I  ae  fois  qu'on  a  admis  la  possibilité  du  développement,  rien  n'est 
plus  facile,  comme  nous  l'avons  vu,  que  <le  calculer  les  coefficients  I»,- 
ei  C,-. 

<  >n  a  alors 

a,        i;,.     c,â. 

II  reste  à  calculer  la  constante  /.  :  nous  le  ferons  en  remarquant  que 
le  volume  du  liquide  doit  demeurer  constant. 

Or  la  variation  de  ce  volume  esl  proportionnelle  à 

Je  fais  remarque i'  que  sur  les  continents 

2-7-    -f-  V  =  O. 
dr 

On  doit  donc  avoir 

f{2d7^Y)d<à  =  °- 

Or 
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Il  vient  ainsi 

(i(5)        k 2 y-i,  I tu' f/w  +2 r=x  ) tUi d = c0°' 

ce  qui  déterminerait  la  constante  k. 

Il  faut  faire  finalement  H  =  £0. 

Si  l'on  suppose  que  les  mers  recouvrent  tout  le  globe,  les  fonctions 
fondamentales  uL  se  réduisent  aux  fonctions  sphériques  X.,-;  les 
nombres  :,  sont  égaux  à  2V  —  i;  v  étant  la  racine  carrée  de  ik  une 
unité  près  par  excès. 

On  a  alors 


C,=   /  tu,  du>  =   /  \,'/w. 


ce  qui  montre  que  tous  les  C(-  sont  nuls,  sauf  C,. 

De  plus,  dans  l'équation  (i 6),  tous  les  termes  fiu/dco  sont  nuls, 
sauf  le  premier;  il  reste  donc 

/,C(+B,=  o. 

Dans  le  cas  particulier  des  marées  $  a  une  forme  particulière;  c'est 
une  fonction  sphérique  du  deuxième  ordre;  je  puis  toujours  supposer 

que 

$  =  B5X5, 

puisque  le  choix  des  cinq  fonctions  fondamentales 

ut=Xi  (i  =  5,6,  7,8,9), 

qui  doivent  être  des  fonctions  sphériques  du  deuxième  ordre,  reste 
arbitraire  dans  une  certaine  mesure 
On  a,  d'ailleurs, 

B,  =  o, 

d'où 

Ar  =  o,         A.  =  -Bo, 

V  -  ?  -  U  -  5  -  5 
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Si  l'on  fail  d'abord  :      o,  c'est-à-dire  si  l'on  néglige  l'attraction  du 
liquide  sur  lui-même,  il  vient 

■  1 

Si  l'on  fait  ensuite  ;  =  :„,  il  vient 

.  <J>  <J>       5 

~"  5  —  ;,»        5    i      •„ 

Comme  on  a  à  peu  près  :„      |,  cela  fail 

V  =  J  '  ' 

(  )n  voit  que  l'erreur  commise  en  uégligeant  l'attraction  du  liquide  sur 
lui-même  es!  assez  faillie. 

Supposons  maintenant  que  la  mer  ne  recouvre  plus  le  globe  tout 
entier,  mais  négligeons  l'attraction  du  liquide  sur  lui-même,  il  vien- 
dra 

d'où,  à  la  surface  des  mers, 

2  ^       V  =  <I>  +  k. 

La  constante  k  doil  être  déterminée  par  la  condition  que  la  variation 
du  volume  total  soit  nulle. 

Lord  Kelvin  el  M.  Tait,  dans  leur  Traité  de  Philosophie  natu- 
relle, ont  appliqué  celle  méthode  aux  oscillations  lentes  dont  la  pé- 
riode est  de  six  mois  onde  quinze  jours;  ils  oui  comparé  le  résultai 
obtenu  avec  l'observation;  cette  comparaison  n'est  pas  satisfaisante  si 
l'on  tient  compte  de  ce  fait  que  la  marée  apparente  devrait  être  dimi- 
nuée par  la  déformation  éprouvée  par  la  croûte  terrestre  elle-même,  qui 
n'est  pas  absolument  rigide.  Le  résultat  ne  pourrait  s'expliquer  qu'en 
admettant,  non  seulement,  que  le  globe  terrestre  est  un  solide  plein, 
mais  qu'il  est  beaucoup  plus  rigide  que  l'acier. 


8o 
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Sans  doute,  la  méthode  employée  par  les  deux  illustres  savants 
anglais  consiste  à  négliger  l'attraction  du  liquide  sur  lui-même.  Nous 
venons  de  voir  que,  dans  le  cas  où  les  mers  recouvrent  le  globe  entier, 
l'erreur  relative  qui  est  commise  est  de  ~.  Les  auteurs  concluent 
qu'elle  doit  être  aussi  liés  faible  dans  le  cas  de  la  nature. 

Je  ne  m'inscris  pas  en  faux  contre  cette  conclusion,  elle  est  proba- 
blement exacte;  je  voudrais  seulement  montrer  qu'elle  n'est  pas  aussi 
évidente  qu'on  pourrait  d'abord  le  croire. 

Nous  avons 

v  —     V  A  " 

au  lieu  de 

L'erreur  relative  commise  su/-  au  terme  de  la  série  est  donc 


Comme  ;,  est  plus  grand  que  iv  — i,  s'il  y  a  des  continents,  et  égal 
à  2v  —  i  s'il  n'\  en  a  pas,  celle  erreur  est  plus  petite  dans  le  premier 
cas  que  dans  le  second. 

Mais,  d'autre  part,  les  ternies  en 

A  |  n ,,     A2u2,     As«3,      A  ;  w4, 

qui  disparaissent  quand  il  n'y  a  pas  de  continents,  ne  sont  pas  nuls 
quand  il  y  a  des  continents. 

D'un  autre  côté,  on  peut  concevoir  que  les  valeurs  de  H,,  £,,  ï,,  £4 
soient  voisines  de  ce  qu'elles  seraient  si  les  continents  n'existaient  pas, 
c'est-à-dire  de  i  el  de  3. 

Les  erreurs  relatives  commises  sur  ces  quatre  ternies  seraient  alors 
voisines  de  |  ou  de  \. 

On  peut  donc  concevoir  que,  pour  certaines  formes  particulier!'-  des 
continents,  l'erreur  relative  commise  sur  V  soit  notablement  plus 
grande  que  ~. 

11  est  probable  qu'il  n'en  est  pas  ainsi,  niais  pour  le  vérifier  il  fau- 
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tfraij  faire  U  calcul  compJLeJt,  el  à  cause  de  la  forme  capricieuse  des 
continents  ce  calcul,  même  réduit  à  une  approximation  grossière, 
sérail  absolument  inextricable. 


5.         Généralités  sur  les  oscillations. 

Nous  ne  dous  sommes  occupés  jusqu'ici  que  des  oscillations  à  longue 
période,  ce  qui  est  une  simple  question  de  Statique;  les  oscillations  à 
courte  période  doivent,  au  contraire,  être  traitées  en  tenant  compte 
de  I  inertie,  c'est-à-dire  comme  une  question  de  I  >\  namique. 

Considérons  d'abord  un  système  donl  la  position  est  définie  par 

«coordonnées  quelconques  y,,  y, y  :  soient  y,,  y. q'a  1rs 

vitesses,  c'est  a  dire  les  dérivées  de  ces  coordonnées. 

Soient  T  l'énergie  cinétique,  I'  l'énergie  potentielle  due  aux  forces 
intérieures.  Soit 

Qi  '''h  ■+■  Qa  ï'ii  -+-  •  •  ■  -+-  Qn  Sjn 

le  travail  virtuel  des  forces  extérieures  correspondant  à  une  variation 
\  irtuelle  oy,  de  La  coordonnée  y,. 

Les  équations  de  Lagrange  nous  donneront 

dtdfa      ,1,,,   ;   ,(,,,  =Q«       («=1,2 »)• 

Les  Q„  sont  îles  tondions  données  du  temps. 

Je  suppose  que  le  système  ne  s'écarte  jamais  beaucoup  d'un  certain 
état  d'équilibre  stable.  Cel  étal  d'équilibre  stable  devra  correspondre 
à  un  minimum  de  la  fonction  U.  Je  suppose,  par  exemple,  qu'il  cor- 
responde aux  valeurs 

q,=  q2=...  =  qn  =  o,  U  =  o. 

Je  suppose  que  l  s'annule  avec  les  y,  ci'  qui  est  permis,  puisque  U 
u'est  déterminé  qu'à  une  constante  près.  Alors  U  est  développable 
suivant  les  puissances  des  ya;  le  développement  commence  par  des 
termes  du  second  degré.  Comme  les  qa  sont  liés  petits,  je  m'arrêterai 
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à  ces  termes  et  L   sera  un  polynôme  homogène  du  second  degré  par 
rapport  aux  qa. 

Avec  cette  même  approximation,  T  sera  un  polynôme  homogène 
du  second  degré  par  rapport  aux  q'„,  indépendant  des  qa  et  nos  équa- 
tions deviendront 

d_  dT         r/U  _  n 
'2'  dt  dq„  +  dqa  ~    -"" 

Les  premiers  membres  de  ces  équations  sont  des  polynômes  linéaires 
et  à  coefficients  constants  par  rapport  aux  q  et  aux  q"  \  les  seconds 
membres  sont  des  fonctions  connues  de  /.  Nous  avons  donc  des  équa- 
tions différentielles  linéaires  à  second  membre  et  il  faut  d'abord  inté- 
grer les  équations  sans  second  membre. 


(3) 


d   dT         dV 
ilt  dq'a         dqa 


Il  faut,  pour  faire  l'intégration,  poser 

(4)  qa=  a.acosAl,  q'a  —  —  %a  A  sinA/, 

les  a„  et  X  étant  des  constantes  qu'il  s'agit  de  déterminer. 

Soient  T0  et  U0  ce  que  deviennent  T  et  U  quand  on  y  remplace  les 
qa  et  les  q'a  par  les  aa.  Quand  on  y  remplacera  les  qa  et  les  q'a  par  leurs 
valeurs  (4),  on  trouvera 

L  =  U0cos:A/,         T  =  T0X2sinaX*;         f^  =  f^°cosA/ 

//(/„  dza 

dT  -,    .    -,  ,  r/T0  d   dT  -  „        -,  ,  dT, 

-i-T  =  —  KsmAt  —  ;  -r -,-,  =  -A-cosA/j-î, 

dq ,  dot.a  dt  dqa  dia 

de  sorte  que  l'équation  (3)  devient 

>.^'"'  =  ^. 
«a ,  iIj,, 

L'ensemble  des  équations  (5)  signifie  que  A2T„  —  U„,  qui  est  une 
forme  quadratique  par  rapport  aux  a„,  a  son  discriminant  nul. 
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L'équation  qui  exprime  que  ce  discriminant  est  nul  est  une  équa- 
tion algébrique  de  degré  n  en  >.'-';  comme  T  et  U  sont  doux  formes 
quadratiques  définies  positives,  cette  équation  en  "/.-'  a  toutes  ses  racines 
réelles  et  positives. 

Le  théorème  des  fonctions  homogènes,  comparé  aux  équations  i  5  i, 
nous  donne  évidemment 

X'T0=1  „ 

el  Les  équations  i  ">  i  de\  iennenl 

i    dT0  _    i    dV0 
ou 

de   sorte  que  la  résolution  des  équations)  ï)  revient  à  la  recherche 
des  maxima  et  des  minima,  ou  des  maxima  minimorum  du  rapport 

!» 

1 

Je  désignerai  par 

±X,.    ±X ±  x„ 

lesn  racines  de  l'équation  en  X*  ;  leslettresa^   seront  les  valeurs  des  a„ 
qui  satisfont  aux  équations  (5)  en  y  faisant  X  =  X,-. 

D'après  la  théorie  des  formes  quadratiques,  les  deux  formes  T0  et 
I  „  peuvent  toujours  se  décomposer  comme  il  suit 

T0=P; +  ...-+-!>;;, 

(  0   =  u,P;  +  ...  -+-p.„P*, 

les  P  étant  des  polynômes  linéaires  et  homogènes  par  rapport  aux  xa 
et  les  a  étant  des  constantes. 
On  voit  tout  de  suite  alors  que 
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et  que  les  valeurs  des  v.'a    satisferont  at(X  équations  suivantes  équiva- 
lentes aux  équations  (5)  et  qui  sont  au  nombre  de  n  —  i 

k  =  i,  2,  . . .,  i  —  i 

h  =  i  -\-  1,  i  +  i,  . ...  n 

Comme  ces  équations  ne  déterminent  les  o.'a  qu'à  un  facteur  constant 
près,  nous  disposerons  de  ce  facteur  constant  de  telle  sorte  que 

Pi(0  =  '- 

<  >n  a  alors 

2  Pf(o.)  =  >,aa  -^.  =  _  ^  «„  ___, 
ce  qui  entraîne  les  équations 

Voici  maintenant  comment  on  pourra  conduire  le  raisonnement. 
Le  rapport  -=?  ne  peut  s'annuler,  il  a  donc  un  minimum  A*  qui  est 

1 0 

atteint  pour  a.a=  a^!;  assujettissons  ensuite  les  y.u  à  la  condition 

(7)  S^^-i 

il  v  aura  encore  un  minimum  (plus  grand  que  le  premier),  que  j'ap- 
pelle \\  et  qui  sera  atteint  pour  a„=  «"'. 

J'assujettis  ensuite  les  x„  à  la  condition  (7)  et  de  plus  à  la  condition 

(7  bis)  2àaa   ~dta     =°' 

et  j'obtiens  un  nouveau  minimum  X*j  et  ainsi  de  suite. 

Toutes  ces  considérations  permettent  de  définir  les  an'  et  les  X;- et 
nous  fournissent  par  conséquent  la  solution  complète  des  équations 
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sans  second  membre;  revenons  maintenant  aux  équations  à  second 

mbre  (2). 

I  .es  Qa  sonl  des  fonctions  de  /  qui  pourront  toujours  se  mettre  sous 

la  forme  d  intégrales  de  Fourier;  mais  il  nous  suffira  d mis  réduire 

pour  ainsi  dire  à  l'un  des  éléments  de  ces  intégrales  el  à  poser 

Q„        K„rosA/. 

les  li,  étant  des  constantes  données. 

Nous  pourrons  alors  résoudre  1rs  équations  1  2  1  en  posant 

Ça~  2,,'osA/; 

c'est  cette  solution  qui  constituera  ce  qu'on  peut  appeler  une  oscilla- 
lion  simple  forcée,  tout  à  fail  analogue  aux  ondes  élémentaires  dont 
la  réunion  constitue  les  marées;  tandis  que  nous  réserverons  le  nom 
d  oscillations  simples  propres  aux  solutions 

'/„        V-\[  i'"s"/,/ 

des  équations  (  3). 
Les  équations  1  2  1  deviennent  alors  1  en  divisani  par  cosX*  1 

-X»  £•  +  £-•       I!  . 

Multiplions  les  équations  (8)  par  a£   et  ajoutons,  il  viendra 

(9)  2(\a-x2)P/(aa)  =  £R*<;''. 

Les  n  équations  (8)  sonl  ainsi  remplacées  par  les  «  équations  (9). 
Si  l'on  avait 

lt„  =  k  -r-r,       1  écris  -=— \  pour  — aK  "  '■  • 
la  solution  serait  immédiate  cl  l'on  aurait 
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On  est  donc  conduit  à  chercher  à  déterminer  les  //  coefficients 

/,,,  lu K 

par  les  n  équations 

(to)  R«=A'^7-4-/l3^^+  •••  ^k"7h^- 

Pour  cela,  multiplions  ces  équations  par  a^'et  ajoutons;  il  viendra, 
en  vertu  de  (6), 

Les  coefficients  A",  étant  ainsi  déterminés,  on  aura 

On  voit  comment  l'étude  des  oscillations  forcées  se  ramène  à  celle 
des  oscillations  propres. 

Dans  les  problèmes  que  nous  aurons  à  traiter,  la  situation  du  sys- 
tème n'est  plus  définie  par  un  nombre  fini  de  paramètres,  mais  par 
une  infinité;  T  et  U  ne  s'expriment  plus  par  des  sommes  de  termes, 
mais  par  des  intégrales  définies. 

Tout  ce  que  nous  avons  dit  subsiste  d'ailleurs;  la  manière  d'étudier 
les  oscillations  propres  par  la  suite  des  minima  successifs  du  rapport 
de  T  à  U  ;  celle  de  ramener  les  oscillations  forcées  aux  oscillations 
propres;  enfin  les  équations  (6)  où  il  faut  remplacer  les  sommes  par 
des  intégrales  et  qui  deviennent  ainsi  ces  séries  d'équations,  analogues 
aux  équations  (10)  du  n°  2,  et  que  l'on  rencontre  dans  tous  les  pro- 
blèmes de  Physique  mathématique. 

La  première  idée  de  cette  généralisation,  qui  esl  le  fondement  de 
tout  ce  qui  va  suivre,  est  duc  à  lord  Rayleigh. 

Les  équations  (i  r.)  montrent  que  les  aa  sont  des  fonctions  ration- 
nelles de  A2;  ces  fonctions  sont  les  analogues  de  la  fonction  Y  étudiée 
dans  le  n"  1  el  qui  est  une  fonction  méromorphe  de  ;. 

Nous  pouvons  tirer  de  ces  mêmes  équations  (ri)  aa  développé 
suivant  les  puissances  de  X2;  il  viendra 

o<„=p,<,,1  +  PinX1-+-pil,,X*  +  ... 
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,i\ ec  la  condition 


Formons  maintenanl  les  expressions 

I  je  suppose,  bien  entendu,  que  dans  T„  el  I  „  les  xa  onl  été  remplacés 
par  (3 

(  les  expressions  sonl  analogues  aux  intégrales  \  ,„,„  considérées  dans 
le  n°  I. 

(  )n  trouve  aisément 


Ces  équations  montrenl  que  les  expressions  (12)  ne  changent  pas 
quand  on  change  m  el  «  en  ///       //  el  //       //. 
(  Jette  proposition  esl  analogue  à  l'équation 


\  \ 

démontrée  dans  le  n"  1 . 


6.         Oscillations  propres  des  liquides. 

Considérons  un  liquide  enfermé  dan-  un  vase  assez  petil  pour  qu'à 
l'intérieur  de  ce  vase  la  pesanteur  puisse  cire  regardée  comme  une 
force  constante  en  grandeur  el  en  direction.  La  surface  libre  du  liquide 
en  équilibre  se  réduira  à  un  plan  horizontal. 

Nous  supposerons  que  l'on  peut  négliger  l'attraction  mutuelle  des 
diverses  portions  du  liquide  el  les  effets  de  la  force  centrifuge  com- 
posée; et  nous  proposons  d'étudier  les  petites  oscillations  de  ce  liquide 
lorsqu'il  a  été  peu  écarté  de  sa  position  d'équilibre,  puisqu'il  est 
abandonné  à  lui-même. 
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A  L'origine  du  temps,  le  liquide  es!  écarté  de  sa  position  d'équilibre, 

mais  il  est  en  repos:  si  la  forme  initiale  de  la  surface  libre,  écartée  de 
l'équilibre,  est  convenablement  choisie,  le  mouvement  du  liquide  sera 
périodique,  et  nous  aurons  ce  qu'on  appelle  une  oscillation  propre 
simple 

Si  cette  forme  initiale  est  quelconque,  le  mouvement  du  liquide  ré- 
sulte île  la  superposition  d'une  infinité  d'oscillations  simples.  Dans 
tous  les  cas,  d'après  le  théorème  de  Lagrange,  comme  nous  partons 
du  repos,  il  y  aura  une  fonction  des  vil  esse-;. 

Considérons  le  cas  d'une  oscillation  simple;  comme  le  mouvement 
■  ■si  périodique,  cette  fonction  sera  de  la  forme 

$  =  osin/./, 

m  étant  indépendant  du  temps.  L'équation  de  continuité  sera 

A?  =  o. 

La  pression  />.  si  nous  prenons  la  densité  du  liquide  pour  unité  et 
l'axe  îles  z  dirigé  de  liant  en  bas,  sera  donnée  par  la  formule 


</<ï»         i  I",  tf*V        i  d<P\* 

tr  -    —    

o  dt 


Mais  les  mouvements  étant  très  petits,  nous  pouvons  négliger  le 
carré  de  <1>  et  il  reste 

p  =  gz  —  7/7  =  gz  -  Xf  cosÂ/. 
La  force  vive  du  liquide  esl  égale 

L'intégration  doit  être  étendue  à  tous  les  éléments  de  volume  th.  du 
liquide. 

Quant  à  l'énergie  potentielle,  elle  est  égale  à 


\f" 


k>. 
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l'intégration  étanl  étendue  à  tous  les  éléments  du  de  la  surface  libre 
du  liquide. 

Cette  surface  libre,  en  néglige! les  in6nimenl  petits,  peul  être 

assimilée  à  un  plan  horizontal  et  nous  prendrons  ce  plan  pour  plan 
des  ./t.  r 

moléculequise  trouve  à  la  surface  libre  était  dans  le  plan  des  xy 

:1"'""1  le  '"I""1''  étai'  en  équilibre.  La  quantité  s  qui  entre  dans  notre 

&rale  Q'es1  ','""'  autre  chose  que  la  projection  sur  l'axe  des  3  du 

déplacemenl  de  cette  molécule. 

Or  les  projections  du  déplacemenl  d'un,,  molécule  sur  les  Unis  axes 
sonl  évidemment  égales  à 

_   COsXi  fiftp^        _    COS^/   ,1.  ^    cosX<  rf<p 

}       ll,r  *       dy'  ~\~  d~z 

L  énergie  potentielle  esl  donc  égale  à 

2X«     J[dz)  db)-  h,h  I   dxdy. 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  plus  haut,  le  problème  est  ainsi 
ramené  a  rechercher  les  maxima  el  minima  relatifs  du  rapport  de  l'in- 


d<t 


a  I  intégrale 


La  première  intégrale  est  étendue  aux  éléments  d-  du  volume  du 
liquide  et  ce  volume  est  limité,  d'une  part,  par  la  surface  de  la  paroi 
du  vase  et,  d'autre  part,  par  la  surface  libre  qui  est  une  portion  du 
plan  des  xy.  La  seconde  intégrale  est  étendue  à  la  surface  libre. 

La  fonction  9  esl  assujettie  à  deux  conditions  : 

1"  A  l'intérieur  du  vase,  on  aura 

Ao  =  o. 

Joum.  de  Math.  (5«  série),  tome  II.  -  Fasc.  I,  1896.  12 
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2°  Sur  la  surface  de  la  paroi,  on  aura 

d?  _ 
On  trouve 

i    %  ,  /  '  v<  dw   cl  i  a    , 

ou,  en  vertu  du  théorème  de  Green, 

-  o  A  =  /  ','  Sœ  /ko  -t-  /  v-  02.  r/co'  —   /  Aoocp  «?x. 
2  ,  '   <//;     '  J  an     '  ,  I      '     ~ 

La  première  intégrale  esl  étendue  à  la  surface  libre,  le  long  de 
laquelle  on  a 

dit  ~  riz' 

La  seconde  estétendue  à  la  surface  de  la  paroi;  elle  est  nulle. 
La  troisième  esl   étendue  au  volume  du  vase;  elle  est  également 
nulle. 

Il  reste  donc 

1  Sa  =  i  '  '■_  o'y'/co. 

<  >n  trouve,  d'autre  part, 

-  o  I  >  —  /  -r  o  -r  (h<> . 
>.  ,'   dz      dz 

Mais  le  théorème  de  ('.reçu  nous  donne  également 

Mais  la  fonction  y  étant  assujettir  aux  deux  conditions  Acp  =  o, 

— !-  =  o,  on  ili'\  ra  avoir  : 
an 

Sur  la  surface  de  la  paroi 

dn 
Donc  la  seconde  intégrale  esl  nulle. 
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Dans  l'intérieur  du  vase 

\o  p       o. 

Donc  la  troisième  intégrale  est  nulle'. 
Sur  la  surface  libre 

•  In  ilz  dz 

Donc  enfin 

-  8  \       ^  ©8  '  \  do*. 

Soil  l    le  volume  du  liquide,  ce  volume  esl  constant  ;  on  a  donc 
donc 

/«S  =- 

Pour  que  8  |;  soit  nul,  il  faut  que  oB       o  soit  une  conséquence  de 
o\      o  et  ol        o,  ce  qui  exige  qu'à  la  surface  libre  on  ait 


d<f  . 


a  e1  6  étant  des  constantes.  Mais  la  fonction  des  vitesses  n'est  définie 
qu'à  une  constante  près  :  je  puis  donc  supposer  b  =  o. 
La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 

N     A 

Sg=o; 

c'est  donc  que  le  rapport  de  s  à  -.'  soit  constant  en  tous  les  points  de  la 
surface  libre. 

Ainsi  la  recherche  des  oscillations  propres  simples  du  liquide  se  ra- 
mène à  la  détermination  d'une  fonction  cp  satisfaisant  aux  conditions 
suivantes  : 

i"  A  l'intérieur  du  vase 

A^  =  o. 
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2°  Sur  la  paroi  du  vase 


dm 


3°  Sur  la  surface  libre 


d* 

dz  '-i 


const. 


On  peut  arriver  à  ce  résultat  d'une  autre  manière.  Nous  avons 
trouvé 

p  =  gz  —  Aç»  COSA/. 

A  la  surface  libre  p  est  nul,  et  z  est  égal  à  la  projection  du  déplace- 
ment sur  l'axe  des  z,  ainsi  que  je  l'ai  dit  plus  haut,  c'est-à-dire  à 

cosÀ  t  do 
~~T~  dz' 
On  a  donc 

dm 

La  recherche  des  fonctions  op,  qui  correspondent  aux  différentes  os- 
cillations simples  et  qui  sont  analogues  dans  une  certaine  mesure  aux 
fonctions  fondamentales  du  n°  2,  le  développement  d'une  fonction 
quelconque  en  série  procédant  suivant  ces  fonctions  fondamentales,  se 
ferait  d'après  des  procédés  analogues  à  ceux  des  premiers  numéros  de 
ce  travail  ou  de  mon  Mémoire  cité  des  Rendiconti. 

Mais  je  préfère  ne  pas  m'y  attarder  et  passer  tout  de  suite  au  cas  où 
la  profondeur  du  vase  est  très  petite. 

Soit  h  la  profondeur  du  vase,  de  telle  façon  que  la  surface  de  la 
paroi  ait  pour  équation 

z  =  h  (x,  y). 

Je  supposerai  que  //  est  très  petit  ainsi  que  ses  dérivées  —  >  -.-  ■ 
Je  développe  o  suivant  les  puissances  croissantes  de  z  et  j'ai 


~dz 

= 

S 

?! 

X> 
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\  la  surface  libre,  c'est-à-dire  pour  3      o,  nous  devons  avoir 


d'où 

(') 

ê 

A.  l'intérieur  nous  devons  avoir  A<p  -  0,  ce  qui  s'écrit 

O?o       z&?i      •■•)   ;(2'ri  +  6;î)+i2;!î(+.,.)  =  o, 
ou,  en  faisan  1  z  =  o, 
1  2  1  A<pfl  h  2<p2  =  o. 

Au  fond  du  vase,  c'est-à-dire  pour  ;  =  //,  nous  devons  avoir 

d<e 

-f-  =  o. 

Connue  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  sont  proportionnels  à 


dh       ,11, 

(il         ,/v 


cela  peut  s  écrire 


73 \  ffy  df  dh        df   dh 

dz  ~  dx  dx  +  </.-  dj  ' 

Or,  pour  ;  =  h,  on  a 


^  =  ?<  +  2?2A  +  3?3/r 

dx  -  dx  +/i  dx  +-'-- 
</<?  c/^u         ,  df, 


Je  substitue  dans  l'équation  (3)  en  négligeant  le  carré  de  h  et  j'ob- 
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liens 

,  ,  „  ,  dh    do„  dh   cfcr. 

?1  +  2?2A=5-^     ;-</vr/i 


Tirons  tp,  et  cp2  de  (i)  et  de  (2)  et  substituons  dans  (  4)  il  viendra 


"a-  ,  ,  ^  dh   dfn 


(5)  2^[Aè]  +  ^ï»=o- 

Au  bord  du  vase,  on  a 

s  —  h  =  o, 

et  par  conséquent  on  a.  à  la  fois, 

dz  =       i  T 
Si  nous  négligeons  //,  nous  tirons  d«  là 


f/<3 

dh   dy         dh  dy 

dz 

dx  dx        dy  dy 

df 


et,  comme  s  est  nul. 


Ainsi  la  fonction  <p0  doit  satisfaire  à  L'équation  (5  )  en  tous  les  points 
de  la  surface  libre  qui  est  une  aire  plane  et,  au  bord  de  cette  aire 
plane,  elle  doit  s'annuler. 

C'est  cette  condition  à  la  limite  que  nous  adopterons;  mais  je  dois 
observer  que,  pour  l'établir,  j'ai  dû  supposer  non  seulement  que  h  est 
très  petit,  mais  que  ses  dérivées  le  sont  également;  de  sorte  que,  sur 
le  bord,  le  fond  du  vase  présente  une  pente  très  douce. 

Si,  au  contraire,  j'avais  supposé  que  près  du  bord  la  paroi  du  vase 
est  verticale,  j'aurais  dû  remplacer  la  condition  à  la  limite 
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par  la  suivante 


il  a 


(  )ii  peul  arriverai!  même  résultai  d'une  autre  manière. 
I  <a  force  vive  esl  égale  à 


Or 


I  p,  +  2Z<p„      ...  I2, 


2(ê),=^ 


mu,  puisque  s  esl  très  petit, 
ci ,  comme  on  a 

?i  —  -    Z  ?"' 

- 

la  force  vive  esl  égale  à 

i   JAA,[(aâî  »     !  i  ]  -  ,^-[ 

L'énergie  potentielle  esl  égale  à 

ecos*Xt   i' ,  '/-  r  i  i  ■  ••    1 1    t  '    ■  , 

,,        I   {£)**  =         ~s       ,/?.*>■ 

Mais  l'équation  (  \  >  montre  que  p,  (el  par  conséquent  X2)  est  une 
quantité  très  petite  de  l'ordre  de  h;  nous  devons  donc  négliger  le 
terme  en  p2  dans  l'expression  de  la  force  vive  qui  se  réduit  à 

~ J  '**•  1  i  ;;;:'■' 
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D'ailleurs,  nos  formules  montrent  suffisamment  que  l'énergie  ciné- 
tique moyenne  est  de  Tordre  de  h  et  l'énergie  potentielle  moyenne  de 
l'ordre  de  A";  et  comme,  dans  une  oscillation  simple,  ces  deux  éner- 
gies moyennes  doivent  être  égales,  on  doit  conclure  que  A-  est  de 
Tordre  de  h,  ce  qui  justifie  une  fois  de  plus  la  réduction  que  nous  venons 
de  faire. 

Cela  posé,  la  recherche  des  oscillations  simples  se  ramène  à  la  déter- 
mination  des  maxima  et  des  minima  relatifs  du  rapport  de  l'intégrale 

A  =  /**-2(£)" 


a  1  intégrale 


T. 


/?:*»■ 


L'application  des  règles  du  calcul  des  variations  nous  conduirait  à 
l'équation  (5)  que  nous  avons  obtenue  directement. 

Comparons  à  un  problème  en  apparence  très  différent,  celui  des 
vibrations  d'une  membrane  tendue. 

L'énergie  cinétique  est  proportionnelle  alors  à  l'intégrale 

fondai. 


B  =  /^ 


;  désignant  l'épaisseur  de  la  membrane  et  œ  le  déplacement  d'un  point 
de  la  membrane  par  rapport  à  sa  position  d'équilibre.  Ce  déplacement 
est  supposé  normal  à  la  membrane. 

L'énergie  potentielle  est  proportionnelle  à  l'intégrale 


»  /»m  ($)>■ 


h  désignant  la  tension  de  la  membrane. 

D'autre  part,  sur  le  bord  de  la  membrane,  la  fonction  ç  doit  s'an- 
nuler. 

Le  problème  consiste  à  rechercher  les  maxima  et  les  minima  relatifs 

\ 
du  rapport  ^ 
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Mais  les  intégrales  \  el  I!  sonl  les  mêmes  que  dans  le  problème  qui 
nous  occupait  d'abord  ;  il  suffit  d\  faire  a       \ . 

Le  problème  des  oscillations  d'un  liquide  dans  un  vase  peu  profond 
•  •si  donc  identique  au  problème  des  vibrations  d'une  membrane  d'épais- 
seur constante,  mais  de  tension  variable. 

■I'li  traité   '' plètemenl  le  problème  de  la  membrane  dans  mon 

Mémoire  cité  des  Rendiconli;  j'y  ai  supposé,  il  est  vrai,  la  tension 
constante;  mais  mon  analyse  sérail  encore  applicable,  mulalis  mu- 
tandis,  au  cas  de  la  tension  variable. 

§  7.  —  Influence  de  la  courbure. 

Supposons  maintenant  que  le  vase  soit  assez  grand  pour  que  la 
surface  libre  d'équilibre  ne  puisse  [.lus  être  regardée  comme  plane, 
mais  doive  être  considérée  comme  sphérique. 

Je  suppose  toujours  qu'il  u'\  a  pas  de  rotations  et  que  l'on  néglige 
l'attraction  du  liquide. 

On  aura,  dans  u\w  oscillation  simple,  pour  la  fonction  des  vitesses, 

$  =  cpsinXi?, 
f  étant  indépendant  du  temps.  A  l'intérieur  du  liquide,  il  viendra 

As  =  o. 
La  pression  p  sera,  en  négligeant  le  carré  de  $, 

P  =  " ,  ''■ 

'  r  dt 

aetb  désignent  des  constantes  el  r  la  dislance  au  centre  de  la  sphère. 
Cela  peut  s'écrire  d'ailleurs 

p  =  -    —  ÀocosX/  —  b. 

La  force  vive  est  égale  encore  à 

1    «T 


-/m 


Journ.  de    Math.   ( ','  série   ,   tome  II.   —  Fasc.  I,  1896. 


0,8  H.     POINCARÉ. 

et  l'énergie  potentielle  à 

L'intégration  esl  étendue  à  tous  les  éléments  do*  de  ta  surface  libre 
sphérique  d'équilibre  ;  I!  est  le  rayon  de  cette  surface  el  11  +  p  la  dis- 
tance au  centre  d'une  molécule  de  la  surface  libre  après  la  déformation. 

Les  projections  d'une  molécule  sur  les  trois  axes  sont 


cosX  /  d<s 

cosX/  'h 

cos)  /  il  - 

1        d.r  ' 

~T~  éfy' 

~T~  dz 

La  projection  sur  le  rayon  vecteur  sera 

cos  /  i  </■- 
T~  Tr 

Il  est  clair  qu'en  un  point  de  la  surface  libre  on  a 

<•/•_;  rf<p  X   d<ç  y  rf<j)  z   'I; 

dn         dr         r   d.r         r  dy    '     r  dz 

L'énergie  potentielle  esl  dune  égale  à 

cos*)  t     a     Ç 7 ' d         , 
^-ÎT^J  \tr)   (k°- 

Il  faut  maintenant  chercher  les  maxima  et  les  minima  relatifs  di 
rapport  de  l'intégrale 


R-f! 

,d, 


W2(2)"< 


=fC'} 


Il  vient 

Les  notations  ont  même  signification  que  dans  le  paragraphe  pré- 
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cédenl ;  on  a  encore 

0S0  =  o, 
el  sur  la  paroi  du  vase 

8$  =0. 

lin 

il  reste 

8  \        /  55  ",  "  'Ao. 
1 l'autre  part 

Enfin,  l   étanl  le  volume  total  du  liquide,  on  doit  avoir 

SU  =  o, 
c  esl  à-dii  e 

I    ^do>  =  o. 

Il  faut  que  SA       <>  soit  une  conséquence  de  SB      o,  Si        o. 
(  lela  exige 

«t  +  P, 

Comme  ip  n  esi  déterminé  qu'à  une  constante  près,  je  puis  supposer 
P  =  o.  D'ailleurs,  à  la  surface,  la  pression  est  nulle':  d'où 

-  =  Xq>  eos  A  /--/>, 

r  1 


5 =  X<pcosXi  -:-  A. 

R  +  p  T 

ou 

^  —  J|  =  X<p  cosX«+  6. 

Il  faut  prendre  la  constante  6  égale  à  '.,  el  il  vient,  en  remplaçant  p 
par  sa  valeur, 

t-cosA/y^  =  XipcosX£, 
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d'où 

do         X2  o 
dr  a 

Passons  maintenant  an  cas  où  la  profondeur  est  infiniment  petite. 

Soit  R  -+-  p  la  distance  d'une  molécule  au  centre;  développons  9  sui- 
vant les  puissances  de  p  et  écrivons 

On  devra  avoir  à  la  surface  libre 

do 


d'où 


La  force  vive  est  égale  à 

-*»/**.  [d, +  (£)']. 

Ici  //  est  la  profondeur  et  Dcp  le  carré  de  la  composante  de  la  vitesse 
perpendiculaire  au  rayon  vecteur. 
On  peut  prendre 

et,  comme  A2  est  très  petit,  négliger  le  terme  en  (■£)  •  11  reste  pour  la 

force  vive 

s^fhB9<)du. 

L'énergie  potentielle  est,  d'autre  part, 

—-  ïW  (aï)  d(*  =  ~a  -mrj  *•  dw- 

Le  problème  est  clone  ramené  à  la  recherche  des  maxima  et  minima 
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relatifs  du  rapport  de  L'intégrale 

\      fh  D<p0dûj 
à  l'intégrale 

I  te  plus,  p0  doil  s'annuler  au  bord  de  la  mer. 

Considérons  sur  la  sphère  les  courbes  <p0=  const.  ;  envisageons  deux 
de  ces  courbes  infiniment  voisines,  correspondant  aux  valeurs  cp0  et 
p0  df„  ;  soil  d\  la  distance  d'un  point  de  la  seconde  courbe  à  la  pre- 
mière courbe,  estimée  suivant  la  normale  à  cette  première  courbe; 
nous  aurons 

"v.     (* 


Faisons  la  représentation  conforme  de  la  surface  sphérique  de  la  mer 
sur  une  aire  plane;  par  exemple  par  projection  stéréo  graphique. 

(  IoiismIi'toiis  les  projections  des  deiiv  courbes  o„=  const.  et  soit  dv' 
la  distance  de  ces  deux  courbes  estimée  suivant  la  normale;  on  aura 

dv        y^/v. 

y  étant  le  rapport  de  similitude  d'une  figure  plane  infiniment  petite  à 
l,i  figure  sphérique  correspondante. 

Soit  dùi'  la  projection  de  l'élément  dm  de  la  sphère,  on  aura 

i/o       y*  dta. 

Il  \  ient  ainsi 


13  =/-*  ?«  <i("  ■ 


Rapportons  la  figure  plane  à  deux  axes  rectangulaires,  celui  des  x'  et 
celui  des  y',  nous  aurons 

dw'  =  dx'  dy', 

dv'      "Kda:1  )   ~^\dr' 
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d'où 

Le  problème  esl  ainsi  ramené  à  celui  de  la  membrane,  avec  une  épais- 
seur variable  -  ,  et  une  tension  variable  h. 

Y 

Je  me  réserve  de  revenir  dans  un  prochain  numéro  sur  le  même  su- 
jet. J'ai  jusqu'ici  négligé  les  elfets  de  la  rotation  du  globe  et  de  la  force 
centrifuge  composée;  il  me  faut  maintenant  en  tenir  compte;  les  ré- 
sultats obtenus  subsisteront  dans  leurs  traits  généraux,  mais  ils  seront 
sensiblement  modifiés  et  compliqués. 

La  recherche  des  oscillations  propres  simples  dans  le  mouvement 
relatif  se  ramène,  comme  dans  le  cas  du  mouvement  absolu,  à  l'inté- 
gration d'un  système  d'équations  différentielles  linéaires  à  coefficients 
constants  et  le  principe  de  moindre  action  nous  apprend  que  cette 
intégration  se  rattache  aussi  à  une  question  de  minimum. 

Après  avoir  exposé  les  principes  généraux  qui  régissent  cette  ques- 
tion, nous  les  appliquerons  d'abord  au  cas  d'un  liquide  oscillant  dans 
un  vase  tournant  assez  petit  pour  qu'on  puisse  négliger  la  courbure  de 
la  surface;  puis,  enfin,  au  cas  des  mers;  mais  nous  négligerons  tou- 
jours l'attraction  interne  du  liquide. 
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Fondements   de  la   théorie  des  séries  divergentes  sommablei 
Pab  M.   Emile  BOKEL. 


Les  géomètres  antérieurs  à  VbeJ  et  à  Cauchy  faisaient  usage  sans 
scrupule  des  séries  divergentes;  par  exemple,  l'égalité 

(l)  I  ./-  ...    -     - 

I  i 

leur  donnail  pour  x  \  : 

i       i  -t-  i  —  i  -+ 

Cette  manière  de  procéder  n'avait  évidemment  aucune  rigueur; 
peut-être  s'est-on  trop  hâté  de  conclure  qu'elle  ne  reposait  sur  aucun 
fondement  et,  au  lieu  de  rechercher  les  raisons  pour  lesquelles  1rs 
résultats  qu'elle  fournissait  étaient  presque  toujours  exacts,  on  a  pro- 
scril  absolument  du  calcul  1rs  séries  divergentes.  Cette  réaction  vio- 
lente était  peut-être  nécessaire  pour  donner  aux  mathématiciens  l'ha- 
bitude d'une  rigueur  absolue;  actuellement,  cette  habitude  est  prise 
depuis  longtemps  et  mil  n'oserail  donner  comme  certain  un  résultat 
qui  ne  serait  pas  déduit  rigoureusement  de  résultats  certains,  ou  du 
moins  que  son  auteur  ne  croirait  point  tel.  Aussi  ne  peut-il  y  avoir 
aucun  inconvénient  à  se  demander  si  l'emploi  des  séries  divergentes 
ne  serait  pas  dans  certain-  cas  parfaitement  légitime,  et  si  l'égalité  (2), 
par  exemple,  n'exprimerait  pas  un  fait  mathématique  aussi  certain 
que  la  relation  (  1  1  d'où  on  l'a  déduite. 
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Voici  le  point  de  vue  auquel  je  me  suis  placé  pour  faire  cette  re- 
cherche. 

On  utilise  souvent,  pour  représenter  une  fonction  analytique,  un 
développement  en  série  convergente  dans  une  région  moins  étendue 
que  la  région  où  la  fonction  donnée  existe  :  c'esl  ce  qui  arrive  presque 
constamment  pour  le  développement  de  Taylor.  Considérons,  par 
exemple,  l'égalité (  i  );  si  l'on  donne  îix  une  valeur  dont  le  module  dé- 
passe l'unité,  le  premier  membre  n'est  pas  convergent,  tandis  que,  si x 
est  différent  de  un,  le  second  membre  a  une  valeur  numérique  parfai- 
tement déterminée.  Je  me  suis  proposé  de  rechercher  une  relation 
entre  les  valeurs  numériques  des  termes  successifs  du  premier  membre 
et  la  valeur  numérique  du  second  membre,  et  je  suis  arrivé  au  résultat 
suivant  :  dans  des  cas  très  étendus,  la  valeur  numérique  du  second 
membre  peut  être  calculer  au  moyen  des  valeurs  numérique*  des 
termes  du  premier  membre,  par  un  procédé  ne  dépendant  que  de 
ces  valeurs  numériques.  Dès  lors,  il  est  1res  légitime  de  dire  que  cette 
valeur  numérique  est  la  somme  de  la  série  numérique  (divergente) 
que  forme  le  premier  membre. 

Il  m'a  paru  préférable  de  donner  à  l'exposition  une  forme  synthé- 
tique ;  j'espère  que  les  lecteurs  voudront  bien  ne  pas  se  choquer  des 
définitions  du  début,  au  premier  abord  un  peu  arbitraires;  s'ils  ont  la 
patience  de  terminer  la  lecture  de  ce  Mémoire,  ils  se  rendront  compte 
que  cet  arbitraire  se  réduit  à  rien  ou  à  bien  peu  de  chose. 

Définition  et  principales  propriétés  de  la  LIMITE  GÉNÉRALISÉE. 

Considérons  une  suite  de  nombres  réels,  rangés  dans  un  ordre 
déterminé  : 

(i  )  ■'  D>  '  i  '  '  ; '«)•••• 

Nous  ferons  correspondre  à  cette  suite  la  fonction  de  a: 

x  (a)  =K0  +  a;(o  +  a;,^+...  +  a!»^+..., 

et  nous  supposerons  les  x„  tels  que  a;  (a)  soit   une  fonction   entière 
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deo.  Supposons,  de  plus,  que,  a  croissant  indéfiniment  par  valeurs 
positives,  on  ail 

lim  |  e  ".'•  (a)]       ' . 

Nous  (liions  alors  que  la  suite  (i  )  a  une  limite  généralisée  el  que 
cette  limite  est  x. 

(  !onsidérons  une  seconde  suite 

<2>  7», 7 r< 

admettant  comme  limite  généralisée  y,  el  désignons  par  a  et  3  deux 
constantes  réelles  :  si  nous  posons 

fa  suite 


admettra  manifestement  une  limite  généralisée  z,  laquelle  sera 
égale  à  zx      3jy. 

Si,  à  partir  d'un  certain  rang,  les  xn  saut  tous  nuls,  x(a)  se 
réduil  à  un  polynôme  <'l  la  suite(i)  admet  zéro  /mur  limite  géné- 
ralisée; dans  ce  cas  particulier,  la  définition  se  confond  avec  la  défi- 
nition ordinaire  de  la  limite;  on  va  voir  qu'il  en  est  de  même  dans 
tous  les  cas  où  celle  dernière  définition  est  applicable. 

Supposons  qu'à  partir  d'un  certain  rang,  les  termes  de  la  suite  (2) 
soient  tous  nuls  et  que  la  constante  désignée  para  se  réduise  à  l'unité; 
la  siiitet  3)sera,  à  partird'un  certain  rang,  identique  avec  la  suite(i); 
nous  avons  d'ailleurs  y  =  o  et  par  suite  z  =  x.  Par  conséquent,  on 
peut,  sans  altérer  la  limite  généralisée  d'une  suite  de  quantités, 
modifier  d'une  manière  quelconque  la  valeur  d'un  nombre  limité 
de  ces  quantités. 

Si  les  termes  de  la  suite  (1)  sont  tous  égaux,  on  a,  en  désignant 
par  x  leur  valeur  commune,  x(a)  =  xea.  La  limite  généralisée  est 
donc  x.  En  combinant  cette  remarque  avec  une  proposition  précé- 
dente, on  voit  que,  si  l'on  ajoute  un  même  nombre  x  à  tous  les  termes 
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il' une  suite  admettant  une  limite  généralisée,  on  obtient  une  nou- 
velle .suite  admettant  aussi  une  limite  généralisée,  égale  à  la  pré- 
cédente, augmentée  de  x. 

Il  est  clair  que,  si  tous  les  tenues  de  la  suite  (i)  sont  positifs,  la 
fonction x(a) est  positive  lorsque»  est  positif,  et  la  limite  généralisée, 
si  elle  existe,  est  positive  ou  nulle  \  il  en  est  de  même,  d'ailleurs,  si  les 
termes  de  la  suite  i  i  )  ne  sont  positifs  qu'à  partir  d'un  certain  rang, 
puisqu'on  a  le  droit  de  modifier  la  valeur  d'un  nombre  limité  d'entre 
eux. 

Les  remarques  précédentes  montrent  que  si.  à  partir  d'un  certain 
rang  les  xn  sont  compris  entre  deux  nombres  fixes p  et  y.  la  limite 
généralisée,  si  elle  existe,  est  comprise  entre  p  et  q.  Il  en  résulte  que, 
-i  leso;nonl  une  limite,  sa  valeur  coïncide' avec  celle  de  la  limite  géné- 
ralisée, qu'on  s'assure  aisément  exister  toujours  dans  ce  cas.  Si  les.;,,, 
à  partir  d'un  rang  assez  élevé,  dépassent  toute  quantité  assignable,  il 
eu  es1  de  même  de  .r  ('mais  il  ne  s'agit  pas  des  valeurs  absolues). 

Nous  allons  démontrer  une  autre  proposition  très  importante. 

Posons 

O  Ça  )  =  e   ".e  {  il  )  ; 

nous  aurons,  en  désignant  les  dérivées  par  des  accents. 
!p'(  a  )    -  e  ".r'(a)  —  e~"x(a). 
Or,  on  a  évidemment, 

y(a)  —  <p(a0)=  I    ç'(a)da=  f    [e~"x'(a)  —  e-°x(a)]da. 

Nous  nous  plaçons  dans  le  cas  oùo(a)  tend  vers  une  limite  lorsque  u 
augmente  indéfiniment;  l'intégrale  suivante,  dans  laquelle  x(a)  est 

une  fonction  entière, 


/     |  e-". r\(/  )  —  e~"x(a)\cla, 


a  donc  un  sens  (celle  intégrale  pourrait  servir  à  définir  la  limite  géné- 
ralisée). On  en  conclut  que  l'on  a 

lim  [r>".c'(<7  )  —  e  ax(a  )\  =  o. 
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OU    llii'll 

(  |)  lim[e~aa?'(a)]  =  lim[e-aa?(a)]  =#. 

I  >r,  nous  avons 

, ,     N  a  a-  a3  a" 

x  |  a  )  =  x{  +  ■>■,  |  +  X3  -,  +  •'•;  -ri    L--  -+ocn+i  — ,  +..., 

c'est-à-dire  que  x'{  </  )  correspond  à  la  suiie 

V  )  -^'m  ^ï)    •  •  •  ?  ■''«  *  i  •    ■  •  •  i 

de  la  même  manière  que  -r(a)  correspond  à  la  suite 

Nous  concluons  de  là,  et  de  la  relation  (1),  qu'on  n'altère  pas  la 
limite  généralisée  d'une  suite  de  quantités  en  supprimant  un  nombre 
limité  de  ces  quantités,  ce  qui  diminue  d'un  nombre  fixe  le  rang  de 
celles  qui  occupent  un  rang  assez  élevé.  Ce  fait  nous  sera  très  utile 
dans  l'étude  des  séries. 

Ainsi,  en  résumé,  notre  définition  de  la  limite  généralisée  coïncide 
avec  la  définition  ordinaire  lorsque  celle-ci  est  applicable;  elle  en 
possède  bien  des  propriétés,  mais  en  diffère  surtout  par  le  fait  qu'on 
n'a  pas  le  droit,  dans  le  cas  où  la  limite  ordinaire  n'existe  pas,  de  sup- 
primer une  infinité  de  termes  dans  la  suite  considérée  ou  d'en  mo- 
difier l'ordre;  mais  ces  opérations  sont  permises  sur  un  nombre  limité 
quelconque. 

Séries  numériques  ;  caractères  de  sommabilité. 
Considérons  une  série  à  termes  réels 

u0 -+•«,-+-. ..-+-  un-h. . ., 
et  désignons  par  s„  la  somme  de  ses  n  premiers  termes  (s0  =  o);  nous 
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dirons  que  la  série  est  sommable  si  la  suite 

^o)  "il  ■  :  ' '  ^«'  •  ■  ■ 

a  une  limite  généralisée  s,  et  cette  limite  sera  dite  la  somme  de  la 
série. 

Il  résulte  immédiatement  des  propositions  précédemment  établies 
que  toute  modification  portant  sur  un  nombre  limité  de  termes  ne 
saurait  modifier  la  sommabilité  et  modifie  la  somme  d'une  manière 
évidente.  On  peut  ajouter  terme  à  terme  plusieurs  séries  sommables, 
multipliées  d'ailleurs  par  des  nombres  quelconques;  on  obtient  une 
nouvelle  série  sommable,  dont  la  somme  s'exprime  au  moyen  des 
sommes  des  séries  données  de  la  même  manière  que  ebacun  de  ses 
termes  au  moyen  des  termes  correspondants  de  ces  séries.  Enfin,  si 
une  série  est  convergente,  notre  définition  de  la  somme  coïncide  avec 
la  définition  habituelle. 

Supposons  que  la  série  proposée  soit  sommable;  d'après  ce  qui 
précède,  les  deux  suites 

I    i  |  S0,  St ,  S.,,   .  .  . ,  sn_t ,   .  .  .  , 

(6)  s,,  s2,  s3 s,„  ... 

ont  une  même  limite  généralisée  s;  si  Ton  retranebe  terme  à  terme 
la  suite  (5  )  de  la  suite  (6),  on  en  conclut  que  la  suite 

(?)  «o,  "m  "2 U, 

admet  zéro  pour  limite  généralisée.  Ainsi,  pour  qu'une  série  soit  som- 
mable, il  est  nécessaire  que  le  terme  général  ait  zéro  pour  limite 
généralisée. 

Nous  allons  maintenant  recbereber  des  conditions  suffisantes  ;  po- 
sons 

s(a)=  s0-+-  s,a  -+-   -iy    +    -jj-  -}-..., 

/    \  a-  <r 

u'a)  =  u0+«,a  +  «s— r  4-  u3  —  -4-. .  .. 
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on  voit  aisément  que  l'on  a 

as(a)]  =  e-"u(a). 

Donc,  pour  que   la  série  considérée  soit  sommable,  il  est  nêces- 
saire  et  suffisant  que  l'intégrale 


I     e  " u(a  )da 


ait  un  sens  (  '  ).  On  retrouve  ainsi  la  condition  nécessaire  indiquée; 
pour  trouver  une  condition  suffisante,  nous  exprimerons,  par  exemple, 
que  l'on  a 

(8)  lim[<73  e~"u(a)]  =  o, 

car  l'intégrale  a  alors  un  sens.  Or,  on  a 

a- u {a  )  =  u0a1  +  u,  a3  -(-...+  un  — j — h. . ., 

el  si  nous  posons 

i      ,      («  +  i)(n  +  2)«n, 
nous  aurons 

a^i((a)  =  i-(a)=i-,'^  +i^3^j-r-...-i-vn+,j/i       t],       .... 

La  relation  (8)  exprime  donc  que  r„  admet  zéro  pour  limite  généra- 
lisée. Ainsi,  pour  qu'une  série  de  terme  général  u„  soit  sommable,  il 
csl  suffisant  que  le  produit  (n  -+-  i)(«  -+-  2)  un  admette  zéro  pour 
limite  généralisée.  Comme  il  est  permis  d'augmenter  ou  de  diminuer 
d'un  même  nombre  le  rang  de  tous  les  termes,  on  peut,  dans  cet 
énoncé,  remplacer  (n  -+-  i)(n  -+-  2  )u„  par  (n  -+-  k)(n  -f-  k  —  i)un, 
k  étant  un  entier  positif  ou  négatif  quelconque.  Ce  critère  nous  suffira 
pour  les  applications  que  nous  avons  en  vue  ;  il  serait  intéressant  d'en 

(')  Celle  Intégrale  peut  servir  à  définir  la  somme  el  à  en  étudier  les  proprié- 
tés: je  me  contente  de  signaler  ce  point  de  vue. 
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rechercher  d'autres  ;  on  y  parviendrait  sans  doute  aisément  par  L'em- 
ploi des  dérivées  à  indices  quelconques. 

Nous  allons,  à  titre  d'exemple,  sommer  quelques  séries  divergentes  ; 
reprenons  d'abord  la  série 

(2)  1  —  1  +  1  —  1  + 

On  a  ici 

s(a)  =  slia  -  -  — ; 

e~as(a)  — ■  -  e~2a,        s  =  -• 

K    J       2        2  2 

D'ailleurs 

«„_,  =  !,  u2n  =  —  1,         u(a)  =  e-a, 

le  terme  général  a  bien  zéro  pour  limite  généralisée. 
Soit  maintenant  la  série 

5  =  1  —  2  +  4  —  8  +  t6—  — 

On  a  ici  u(a)  =  e~'2a;  donc  la  série  es1  sommable  ;  or,  on  a 

s  =  1  —  2(1  —  2+4  —  8  +...)  =  1  —  2s; 

donc  5=4;  c'est  aussi  le  résultat  que  fournirait  un  calcul  direct.  Nous 
allons  faire  ce  calcul  sur  la  série 

1  —  m  +  m-  —  m3  +  . . ., 

qui  comprend  la  précédente  comme  cas  particulier.  On  a  ici 

r-H(—  1  )"'i"i" 

s„  = ■ 

1  -j-  m 

et,  par  suite, 

,      .               ea                e-ma  —  , 
s(a)  = :• 
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Si  nous  supposons  que  m  soil  positif,  on  en  conclut 

lhui'~"s(a)  ■=  —   — 

Il  sérail  aisé  de  vérifier  sur  ers  exemples,  el  en  particulier  sur  la 
série  |  2  |,  que  l'on  ne  peul  pas,  en  général,  modifier  Tordre  d'une  infi- 
nité de  termes  sans  changer  la  valeur  de  la  série,  même  si  chaque 
terme  est  déplacé  seulemenl  d'un  rang.  Il  s  a  là  une  différence  appa- 
rente avec  les  séries  convergentes  ;  celle  différence  tient  à  ce  que  les 
termes  ne  tendent  pas  vers  zéro.  J'ai  démontré,  en  effet  (').  que,  pour 
qu'un  changement  dans  Tordre  des  termes  d'une  série  semi-conver- 
gente n'altère  pas  sa  somme,  il  suffit  que  le  produit  de   la  valeur 

absolue  du  ter de  rang  //  par  le  déplacement  maximum  des  termes 

qui  suivent  le  n tende  vers  zéro  pour  n  infini  ;  il  ne  suffit  pas  tou- 
jours que  le  produit  de  la  valeur  absolue  du  tenue  de  rang  >t,  par  son 
déplacement,  tende  vers  zéro;  ces  conditions  ne  sauraient  être  vérifiées 
si  les  termes  ne  tendenl  pas  vers  zéro  ;  il  y  aurait  lieu  de  rechercher  si 
la  première  subsiste  en  attribuant  un  signe  aux  déplacements,  et  tenant 
compte  «les  signes  des  tenues  ainsi  que  de  la  notion  de  limite  généra- 
lisée. 

Séries  entières  à  termes  réels.   Généralisation  du  théorème  d'Abel. 

Considérons  la  série  à  termes  réels 

(9)  u0  -t-  u,  p  -l-  u2 p*  -f- . . .  ■+-  u„  p"  +  — 

Si  non--  posons 

11,,'/  =  vn 
et 

u  ( a)  =  u0  -f-  u  |  a  -+-  a2  —  -t- . . . , 
p(  a  )  =  c0  -f-  v,a  -t-  p2ti  +•  •  •> 

(')  Sur  le  changement  de  l'ordre  des  termes  d'une  série  semi-convergente 
(Bulletin  des  Sciences  mathématiques;  1890). 
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nous  avons 

p|  a  )=  u(ap). 

Supposons  que  la  série  (9)  soit  sommable  pour  p  =  1  ;  nous  savons 
qu'il  est  nécessaire,  pour  eela,  que  l'on  ait 

lim  \f-" u(  a)]  =  o. 

Je  dis  qu'il  en  résulte  que  la  série  (9)  est  sommable  pour  les  va- 
leurs de  p  comprises  entre  zéro  et  un.  En  effet,  il  suffit,  pour  cela,  que 
l'on  ait 

lini [</-»/(  a)^"]  =  o. 

Or  nous  avons 

,/'-,-(  a  )<-"  =  \u(  ap)e-nP][a2ea(P-,)]. 

Or,  p  étant  positif,  az  augmente  indéfiniment  par  valeurs  positives 
en  même  temps  que  a;  d'autre  part,  p  —  1  est  supposé  négatif;  les 
deux  facteurs  du  second  membre  tendent  donc  vers  zéro  lorsque  a 
augmente  indéfiniment,  ce  qui  prouve  le  fait  énoncé. 

Nous  pouvons  démontrer  aussi  que  la  série  obtenue  en  dérivant 
terme  à  terme,  par  rapport  à  p,  la  série  (9)  est  aussi  sommable,  si  p 
est  compris  entre  zéro  et  un.  En  désignant  par  w„  son  terme  général, 
on  a 

wa~  nunp"~'  =  %„, 

n-(a)  =  w0  -h  w, a  -h. . .  =  -  v'(a). 

Pour  que  a2<v(a)e~~a  tende  vers  zéro,  pour  a  infini,  il  suffit  qu'il  en 
soit  ainsi  de  a3v(a)e~",  et  la  démonstration  est  la  même  que  précé- 
demment. La  proposition  s'étend  évidemment  aux  séries  dont  les 
termes  sont  des  dérivées  d'ordre  quelconque  des  termes  de  la  série  (9). 
Nous  verrons  plus  loin  que  les  sommes  de  ces  séries,  qui  sont  des  fonc- 
tions de  p,  sont  les  dérivées  successives  par  rapport  à  p  de  la  somme 
de  la  série  (9). 

Séries  à  termes  complexes. 

Les  définition-  précédentes  s'étendent  aux  séries  à  termes  complexes; 
il  y  a  lieu  de  considérer  séparément  la  partie  réelle  et  la  partie  imagi- 
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oaire,  et  il  importe  de  remarquer  qu'on  ne  peut  s'affranchir  de  cette 
double  considération  par  l'étude  de  la  série  des  modules,  car  nous 
avons  vu  qu'une  série  à  termes  positifs  n'est  sommable  que  si  elle  est 
convergente. 


Séries  dont  les  termes  dépendent  d'une  variable; 
notion  de  l'uniformité. 

Nous  avons  dil  qu'une  suite  de  quantités 

tend  vers  une  limite  généralisée  x,  si  Fou  a 

Imi  e  "-r(a)  —  x 
en  posant 

x(a)  =  x0  +  xla  +  xî~  +..... 

Supposons  que  o?„  ./,, ,-„,  ...  dépendent  d'une  variable  com- 
plexe^') et  soient  dans  un  certain  domaine  des  fonctions  analytiques 
de  z\  la  fonction  a; (a)  est  alors  une  fonction  x  (a,  z);  nous  dirons  que 
la  suite  des  fonctions  x„  tend  uniformément  vers  la  limite  géné- 
ralisée x(z)  si  le  produit  e~ax(ai  z)  tend  uniformément  vers  x(z) 
lorsque  a  augmente  indéfiniment.  En  d'antres  termes,  à  tout  nombre 
positil  e,  on  doit  pouvoir  faire  correspondre  un  nombre  a0  tel  que 
l'inégalité 

a  >  a0 
entraine 

\e-ax(a,z)-x(z)j<s. 
pour  toutes  les  valeurs  de  z  appartenant  au  domaine  considéré.  On 


(')  On  verra  aisément  les  légers  changements  à  introduire  dans  le  langage   si 
les  x  dépendent  d'une  ou  plusieurs  variables,  réelles  ou  complexes. 

Journ.  de  Math.  (j°  série),  tome  II.  —  Fasc.   I.  180,6.  10 
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peut  dire  aussi  que  la  série 


]x(n  ■+- 1,  2*)  —  e  "x(  a.  z  )\ 


est  uniformément  convergente;  sa  somme  est  évidemment  x(z)  —  x0. 
Ce  dernier  fait  prouve  que  dans  le  domaine  considéré  x(z)  est  une 
fonction  analytique  de  :. 

Ainsi,  lorsqu'une  suite  de  fonctions  d'une  variable  complexe  z. 
analytiques  <l<ins  un  domaine  D,  tend  uniformément  dans  ce 
domaine  vers  une  limite  généralisée,  cette  limite  est  aussi  unefonc- 
tion  analytique  dans  D. 

Considérons  maintenant  une  série  dont  les  termes  sont  des  fonctions 
de  ;,  analytiques  dansD;  cette  série  sera  dite  uniformément  som- 
mable  si  la  somme  s„{  z  )  de  ses  //  premiers  termes  tend  uniformément 
vers  une  limite  généralisée  s(z).  Comme  les  sn(z)  sont  des  fonctions 
analytiques  dans  D,  on  voit  que  si  mu'  série  est  uniformément  som- 
mable  dans  un  domaine  où  ses  termes  sont  analytiques,  sa  somme 
est  aussi  une  fonction  analytique. 

On  peut  intégrer  terme  à  terme  une  série  uniformément  sommable; 
la  somme  de  la  série  obtenue  est  l'intégrale  de  la  somme  de  la  série 
donnée. 

Cette  proposition  est  d'ailleurs  exacte  que  la  variable  d'intégration 
soit  complexe  ou  réelle;  on  peut  rappliquer  aux  fonctions  de  p  précé- 
demment considérées  qu'on  établit  aisémenl  être  uniformément  som- 
mables  dans  tout  intervalle  compris  dans  l'intervalle  o  <<  p  ■<  i . 


Proposition  fondamentale. 

Cette  proposition,  qui  justifie  complètement  tout  ce  qui  précède  en 
montrant  que  les  sommes  obtenues  pour  les  séries  divergentes  corres- 
pondent bien  à  une  réalité,  est  la  suivante  : 

Si  une  série  uniformément  sommable  dans  un  domaine  d'un  seul 
tenant  est  uniformément  convergente  dans  une  portion  de  ce  do- 
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maine  i  '  i,  sa  somme  est  dans  tout  le  domaine  une  même  fonction 
analytique.  La  somme  esl  définie  comme  il  a  été  dit  lorsque  la  série 
e-i  sommable  el  à  la  manière  ordinaire  lorsqu'elle  esl  convergente.  La 
démonstration  esl  d'ailleurs  intuitive  :  il  suffil  d'observer  que  cesdeux 
définitions  delà  somme  coïncident  dans  la  région  où  la  série  est  con- 
vergente. Soii 

/(*)    =/.(^)+/l(s)+. ..  +  /,(*)+... 

la  série  considérée;  elle  esl  uniformément  convergente  dans  un  do- 
maine Del  définil  dans  ce  domaine  une  fonction  analytique  f{z). 
Souvenl  celle  fonction  analytique  peut  être  prolongée  en  dehors  du 
domaine  D  dans  lequel  la  série  esl  convergente.  Supposons  que,  dans 
une  région  I*  comprenanl  D,  la  série  soil  uniformément  sommable  : 
en  un  poinl  \  de  D',  on  obtiendra  la  valeur  numérique  de  la  fonction 
analytique  prolongée  /{  z  i  en  cherchanl  la  somme  de  la  série  numé- 
rique divergente  formée  par  les  valeurs  des  fonctions  /„(")  au 
point  A . 

Supposons  qu'une  série  entière  soil  uniformémenl  s nable  dans 

une  région  l>:  on  démontre  aisément  qu'elle  est  uniformément  som- 
maire dans  la  région  couverte  par  les  segments  de  droite  qui  joignent 
l'origine  aux  divers  points  de  D,  ou  toul  au  moins  dans  toute  région 
intérieure  à  celle-là.  Cette  région  en  forme  de  secteur  comprend  un 
secteur  du  cercle  de  convergence  de  la  série;  «m  peut  donc  affirmer 
que  la  somme  de  la  série,  en  un  point  quelconque  de  la  région  D, 
donne  la  valeur  en  ce  poinl  de  la  fonction  analytique  définie  parla 
série  dans  son  cercle  de  com  ersrence. 


i  In  pourrait  montrer  que,  si  une  série  esl  .1  la  fois  convergente  et  unifoi 
m   1 1 1 1  ■  1 1 1  sommable,  clic  est  uniformémenl  < vergente. 
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Détermination,  dans  quelques  cas  simples,  du  domaine 
de  sommabilité  uniforme. 


Reprenons  d'abord  la  série  déjà  considérée 

— l—  =  i  +  -  -+-  z2  + . . 
Nous  avons 


et 

ea  eaz 

l  —  Z  1  —  Z 


e~as(a,z)=  — 

Pour  que  cette  série  soit  sommable,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que 
la  partie  réelle  de  s  soit  inférieure  à  un  :  elle  est  d'ailleurs  uniformé- 
ment sommable  dans  le  domaine  défini  par  la  condition  que  la  partie 
réelle  de  z  est  inférieure  à  un  nombre  fixe  K  inférieur  à  un.  Le  lieu 
des  points  z  dont  la  partie  réelle  est  égale  à  un  est  la  tangente  au  cercle 
de  rayon  un  au  point  z  =  i,  c'est-à-dire  la  tangente  au  cercle  de  con- 
vergence de  la  série  donnée  au  point  singulier  unique  qu'elle  a  sur  ce 
cercle.  Le  domaine  dans  lequel  la  série  est  sommable  est  la  partie  du 
plan  située  du  même  côté  que  le  cercle  par  rapport  à  cette  tangente, 
et  la  sommabilité  est  uniforme  dans  toute  région  intérieure  à  celle-là. 

Il  est  aisé  de  voir  que  cette  règle  s'applique  aux  fonctions  de  la  forme 

— j  ainsi  qu'à  leurs  dérivées  et  intégrales  d'ordre  quelconque;  si 
Ton  a  une  somme  d'un  nombre  limité  de  termes  de  cette  forme 

m,  n.  pétant  des  entiers  positifs,  la  région  de  sommabilité  uniforme 
du  développement  de  o(-)  en  série  entière  s'obtient  enjoignant  par 


[•HÉORIE     DES    SÉRIES     DIVERGENTES    SOMMABLES.  II7 

des  droites  l'origine  aux  points  singuliers  k,  (i,  y,  o,  en  menant  en  cha- 
rnu de  ces  points  la  perpendiculaire  à  la  droite  correspondante  el  en 
supprimant  toutes  les  portions  du  plan  situées  de  celui  des  côtés  de 
chacune  de  ces  perpendiculaires  qui  ne  contient  pas  l'origine. 

Celle  règle  peul  s'étendre,  dans  des  cas  très  généraux,  à  des  fonc- 
tions p{  ;  )  qui  seraient  la  somme  d'une  infinité  de  termes;  il  y  aurait 
lieu  d'étudier  à  ce  point  de  vue  l'expression  générale  donnée  par 
M.  Mittag-Leffler  pour  les  fonctions  uniformes  ci  aussi  certaines  fonc- 
tions signalées  dans  ma  Thèse. 

l'uni'  plus  de  netteté,  nous  allons  nous  borner  à  considérer  la  fonc- 
tion Djlogr(i  +î)  et  montrer  que  son  développement,  suivant  les 
puissances  croissantes  de  -~,  est  uniformément  sommable  dans  tout  le 
domaine  défini  par  l'inégalité 

partie  réelle  de  z^> k >•  —  i. 

(  >n  a.  en  effet, 

_c-D,iogr(i4-a)=i;(r^  ;j- 

p  -  ' 

Si  nous  développons  suivant  les  puissances  croissantes  de  s,  il  est 
clair  que  la  so s„{  z  )  de-  h  premiers  termes  esl 

y"  /    1     />"+'  +  ■     0a~"  '        >\ 

s»^)~'2*{P>  >      ,  ,,        Py 

(  )n  a  donc 


"■'■  =l  =  2i^,T-<=)  =  ï(^ 


p 

p=\ 


et .  par  suite, 

P=i  p=i 


On  voit,  dès  lors,  aisément  que,  lorsque  </  augmente  indéfiniment, 
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le  second  terme  tend  vers  zéro,  el  si  l'on  suppose  z compris  dans  la  ré- 
gion indiquée,  celte  expression  tend  uniformément  vers  zéro,  ce  que 
nous  voulions  démontrer. 


Applications  numériques. 

Nous  avons  déjà  indiqué  comment  on  peut  ramener  la  recherche  de 
la  limite  de  e  ".v(a)  pour  a  infini  à  la  sommation  d'une  série  conver- 
gente :  la  sommation  (Tune  série  divergente  sommable  est  ainsi  rame- 
née à  la  sommation  d'une  série  convergente  dont  les  termes  sont  des 
séries  convergentes.  Pour  qu'une  telle  expression  analytique  prête  à 
un  calcul  numérique  précis,  il  est  nécessaire  que  l'on  sache  évaluer 
l'erreur  commise  quand  on  néglige  certains  termes  ;  il  en  est  de  même 
d'ailleurs  pour  toute  série  convergente  :  el  c'est  là  une  grande  diffi- 
culté théorique  qui  ne  peut  être  levée  que  dans  chaque  cas  particulier 
par  une  étude  souvent  très  minutieuse.  Cela  n'empêche  pas  les  cal- 
culateurs d'utiliser  souvent  les  séries  convergentes  sans  évaluer  à 
chaque  instant  l'erreur  commise;  ils  se  contentent  de  la  remarque 
suivante,  rarement  en  défaut  dans  la  pratique  :  l'erreur  commise  est, 
en  général,  du  même  ordre  de  grandeur  que  le  dernier  terme  calculé. 
Il  est  d'ailleurs  évident  que  cette  manière  de  procéder  n'a  rien  de  rigou- 
reux et  exposerail  à  des  erreurs  graves  si  on  lui  donnait  la  valeur  d'un 
principe;  mais,  dans  le  cas  où  les  termes  de  la  série  considérée  sont 
assez  régulièrement  décroissants,  l'erreur  commise  est  relativement 
facile  à  évaluer  ainsi  avec  une  approximation  suffisante. 

Dans  le  cas  des  fonctions  de  la  forme  z>(z)  (p.  1 16),  on  peut,  en  pro- 
cédant comme  dous  l'avons  fait  pour  D-logT(i-j-  :■),  évaluer  Terreur 
commise  et  s'assurer  qu'elle  décroît,  en  général,  rapidement  lorsque 
n  et  a  augmentent.  Aussi  ai-je  préféré  effectuer  un  calcul  numérique 
sur  une  série  où  celle  évaluation  directe  est  plus  difficile  et  dont  je 
n'ai  même  pas  démontré  la  sommabilité;  mais  nous  savons  quelle  est 
sa  somme,  si  elle  est  sommable.  En  faisant  x  =  2,  m  —  i  dans  la  for- 
mule qui  donne  (  1 +./•')'".  on  ohtient,  en  se  servant  de  Tables  à  sept 
décimales  : 
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y/3  =  i+  i  —  o,5  +  o,5  —  0,625  4-  0,875  —  i,3i2.5  4-  2,0625 

—  3,35i563  4-  5,  ~>S  H,'!-'.      ,(,  ^960934  t6,  io23 \  -  28,70410 

4-5o,  781/1 18  -  9o,686o5  h  i63,23485  -  295, 863 1 4-539, 5i 525 

989,  1  1  12  4-  1822,043      3370,787  +-626o,o33  -  n666,45 

4-2ï8ii,i4-  10895,89  1  76884,27-144897,294-273694,9 

>i8o65,3  1  982537,7-  1866821,54-3552983-6772872 
4-  i2g3oo3o       a  17  191  70  4- 

J'ai  poussé  le  calcul  jusqu'à  «  =  34  en  me  servant  jusqu'à  n  =  3o 
des  valeurs  de  n!  qui  se  trouvenl  dans  les  Tables  de  Schrôn;  j'ai  pris 
dès  lors  a  aussi  grand  que  possible  el  égal  à  8;  les  sommes  successives  sn 
son  1  les  suivantes  : 

M   2;    i,5;   2;    1,  .>'.;  2,25o;  0,9375;   3;    -o,35i56;  5,23437; 
-4,261719;    [2,1406;   -i6,5635;  34,2207;    -56,4653; 
106,7690;        [89,0937;   35o,42i6;   -638,6896;    u83,353; 
-2187,434;    4072,599;    -7593,851;   14217,29;   —26678,60; 

50205,67;    -  94&9i,6;    [79003,3;        3390625643475,7; 
-1223345;  2329638;    -4M3a34;   8486796;    -i6232374;   ..., 

'■1  leurs  produits  par     ,  à  quelques  millièmes  près  sonl  : 

1;    16;   48;    170,667;   234,667;   614,400;   34i, 333;    1218,304; 

—  146, 285;    1936,028;   —1261,019;   2612, 6i3;    —2376,261: 

3021,192;   -2848,61;;  2872,7^7;   -2543,883;   2218,437; 

[797, o85;   1  '101.9 V">;  —  io36,J9">;  735,220;  —498,511; 

324,632;    —  2o3,o56;    122,281;    —70,963;  39,747;    —  21 ,  5i  1; 

11,261;    —'1,709;  2,806;   —i,338;  0,619;   —0,278;  

Les  termes  sont  maintenant  régulièrement  décroissants  et  alterna- 
tivement positifs  et  négatifs;  on  aura,  deux  valeurs  approebées,  Tune 
par  excès  et  l'autre  par  défaut,  en  prenant  successivement  un  nombre 
pair  et  impair  de  termes;  on  trouve  ainsi  5163,076  et  5162,793  dont 
les  quotients  par  e8  sont  respectivement  1,731929  et  1,732019,  alors 
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que  la  valeur  exacte  est  i ,  78203 1 . . . .  Ce  résultat  paraîtra  très  satis- 
faisant ('). 

Il  est  donc  extrêmement  vraisemblable  que  la  série  du  binôme  est 
sommable  pour  ni  =  |,  os  =  2  et  probablement  aussi  pour  d'autres 
valeurs;  il  serait  intéressant  d'en  donner  une  démonstration  directe  et 
aussi  d'étudier,  au  point  de  vue  du  calcul  numérique,  la  généralisa- 
tion que  nous  allons  indiquer  et  de  la  comparer  avec  l'emploi  de  ea. 


Généralisation  des  résultats  précédents. 

J'ai  déjà  indiqué  {Comptes  rendus,  3o  décembre  i8o,5)  comment 
on  peut,  pour  définir  la  somme  d'une  série  divergente,  introduire  une 
fonction  entière  en  grande  partie  arbitraire.  Soit 

?o(a)  =  (>o+  c,a  -h  c.2a2  4-  . . .  -f-  cnaa  -+-... 

une  fonction  entière  telle  que,  lorsque  a  augmente  indéfiniment,  le 
rapport  r  —  augmente  indéfiniment  pour  toute  valeur  fixe  den.  Étant 
donnée  une  suite  il»'  quantités 

•s„-     st ,      . . . ,     s„,     . . . , 
nous  poserons 

9<  a  1       -  '^  [cos0  +  c,  as,  -f-  ...  4-  cna"sn  +  ...], 

et  nous  appellerons  la  limite  de  cette  quantité,  pour  a  infini  positif,  la 
limite  généralisée  de  sa. 

On  démontre  aussi  aisément  que.  dans  le  cas  où  z>(a  )  =  e",  le  tbéo- 
rème  fondamental  énoncé  page  n/j,  cl  il  est  aisé  d'en  conclure  que 
dans  des  cas  très  généraux  cette  définition  de  la  limite  est  indépen- 
dante de  la  loin  lion  tp(a)  :  elle  n'en  dépend  pas  dans  toute  région  où 
s0,  s,,  ....  v„,  étant  fonctions  d'une  variable,  la  sommabilité  est  uni- 

(')  Je  dois  remercier  un  «le  me-  élèves,  M.  E.  Lemaire,  qui  a  bien  voulu 
m'aider  à  revoir  ces  calculs. 
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l'orme.  Seulement  la  région  «  1  < ■  sommabilité  dépend  du  choix  de  ^p(a). 
Non-  qous  bornerons  à  signaler  que  l'on  obtienj  des  résultats  intéres- 
sants en  prenant  9(«)  =  e"'  el  pins  généralement  ç(a)  =  ''"'■  fc  étanl 
un  entier. 

Conclusions. 

On  voit  que  les  séries  divergentes  sommables  peuvent  rire  aussi 
utiles  en  analyse  que  les  séries  convergentes.  La  théorie  qui  vieni 
d'en  être  esquissée  esl  sans  doute  bien  incomplète,  et,  dès  lors,  on  en 
aperçoil  bien  moins  d'applications  i| le  la  théorie  des  séries  conver- 
gentes qui,  depuis  plus  d'un  siècle,  s'enrichil  chaque  j < >n r  de  résultats 
nouveaux.  Mais  je  suis  persuadé  que,  lorsque  certains  résultats  seront 
acquis,  lorsqu'on  connaîtra  la  somme  «le  nombreuses  séries  numéri- 
ques, et  aussi  des  caractères  de  sommabilité  pins  étendus,  on  verra 
s'élargir  chaque  jour  le  champ  des  applications.  Il  ne  me  reste  qu'à 
émettre  le  vœu  de  voir  la  notion  de  somme  s'étendre  aux  séries  diver- 
gentes dans  lesquelles  s„  augmente  indéfiniment  par  valeurs  de  même 
i  pour  lesquelles  notre  méthode  ne  donne  aucun  résultat.  Rien 
ne  prouve  qu'il  soit  impossible  de  parvenir  à  ces  sommes  et  de  jeter 
ainsi  un  jour  toul  nouveau  sur  l'étude  des  l'on  et  ions  analytiques  et,  en 
particulier,  des  Fonctions  non  uniformes  ('). 


(')  J'ai  découvert  pendant  l'impression  de  ce  Mémoire  un  passage  d'Abel  qui 
pourrait  lui  servir  d'épigraphe  ■•!  que  je  me  per ts  de  citer  ici  : 

«<  Los  séries  divergentes  sont,  en  général,  quelque  chose  de  bien  fatal,  et  c'est 
une  honte  qu'on  ose  y  fonder  aucune  démonstration.  On  peut  démontrer  tout  ce 
qu'on  veut  en  les  employant,  et  ce  sont  elles  qui  ont  fait  tant  de  malheurs  et  qui 
ont  enfanté  tant  de  paradoxes.  Peut-on  imaginer  rien  de  plus  horrible  que  de 

débiter 

O  =  I  —  2"  -+-  3"  —  4"  -+-  ■  •  •  , 

n  étant  un  nombre  entier  positif?  Enfin  mes  yeux  se  sont  dessillés  d'une  manière 
frappante,  car,  à  l'evception  des  cas  le*  plus  simples,  par  exemple,  les  séries  géo- 
métriques, il  ne  se  trouve  dans  le^  Mathématiques  presque  aucune  série  infinie 
dont  la  somme  soit  déterminée  d'une  manière  rigoureuse,  c'est-à-dire  que  la 
partie  la  plus  essentielle  des  Mathématiques  est  sans  fondement.  Pour  la  plus 

Journ.  de  Math.  (5*  série),  tome  II.  —  l-'asc.  I,  1896  IO 
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grande  partie  les  résultats  sont  justes,  il  est  vrai,  mais  c'est  là  une  chose  bien 
étrange.  Je  m'occupe  à  en  chercher  la  raison,  problème  très  intéressant.  » 

16  janvier  1826. 
(Lettre  d'Abel  à  Holmboe).  {Œuvres,  t.  II,  p.  256-25j.) 

J'ai  eu  connaissance  aussi,  pendant  que  le  Mémoire  était  sous  presse,  d'une  Note 
de  M.  Pincherle,  publiée  le  19  janvier  1896,  dans  les  Rendiconti  de  la  R.  Accademia 

dei  Lincei,  et  qui,  de  même  qu'un  Mémoire  de  M.  Padé  paru  dans  le  tome  XVIII 
des  Actd  \lathematica,  semble  avoir  quelque  rapport  avec  les  sujets  ici  traités  ; 
il  y  aurait  intérêt  à  étudier  de  près  ces  rapports  ;  mais  je  tiens  à  remarquer  que 
j'utilise  seulement  les  valeurs  numériques  des  termes  d'une  série  sommable  pour 
en  calculer  la  valeur,  tandis  que  MM.  Padé  et  Pincherle  transforment  une  série 
divergente  en  une  expression  analytique  convergente,  en  se  servant  de  la  nature 
analytique  des  termes  de  la  série. 
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Sur   la  déformation  des   surfaces  ('); 
Pau  M.  GUICHAIID, 

Professeur  à  la  Faculté  de  Clermont. 


Introduction. 

Nous  avons  cherché  surtoul  à  mettre  en  évidence  les  propriétés  des 
lignes  conjuguées  qui  se  conservent  dans  la  déformation.  Nous  avons 
suivi  deux  méthodes  :  dans  la  première  Partie,  nous  faisons  corres- 
pondre une  congruence  type  (  congruence  dont  les  foyers  sont  conju- 
gués j>ar  rapport  à  une  quadrique)  à  tout  couple  de  surfaces  appli- 
cables. Tous  les  couples  qui  correspondent  à  une  même  congruence 
onl  les  mêmes  propriétés  connue  direction  d'éléments.  Dans  la 
deuxième  Partie,  c'est  une  surface  qui  correspond  à  un  couple  de  sur- 
faces applicables,  les  lignes  asymptotiques  de  la  surface  correspondant 
aux  lignes  conjuguées.  Tous  les  couples  qui  correspondent  à  une 
même  surface  ont  encore  mêmes  directions.  Mous  avons  donné  d'abord 
la  propriété  caractéristique  de  ces  systèmes  conjugués,  puis  étudié 
les  cas  où  ils  se  projettent  sur  un  plan  suivant  un  système  orthogonal, 
suivant  un  système  de  courbes  également  inclinées  sur  deux  directions 
fixes;  le  cas  où  la  projection  de  l'un  des  systèmes  est  formé  de  droites; 
puis  le  cas  où  ces  courbes  sont  courbes  de  contact  de  cylindres  cir- 
conscrits à  la  surface;  enfin  le  cas  où  ces  lignes  se  coupent  sous  un 
angle  constant,  etc. 

(  '  )  Ce  Mémoire  a  obtenu  la  mention  très  honorable  au  concours  du  grand 
|ni\  des  Sciences  mathématiques  en  1894. 
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Nous  avons  fait  usage  de  considérations  sur  l'espace  à  quatre  di- 
mensions. Nous  appelons  surfaces  les  variétés  de  points  doublement 
indéterminés,  plan  les  systèmes  linéaires  doublement  infinis  de  points. 
La  recherche  des  couples  de  surfaces  applicables  revient  à  celle  des 
surfaces  de  l'espace  à  quatre  dimensions  qui  sont  applicables  sur  un 
plan.  Ces  surfaces  jouissent  de  cette  propriété  caractéristique  :  c'est 
que  leurs  plans  tangents  sont  normaux  à  une  série  de  surfaces. 

Nous  avons  dit  quelques  mots  des  théories  qui  se  rattachent  à  la 
déformation.  .Nous  avons  montré  que  les  systèmes  conjugués  qui  se 
conservent  dans  la  correspondance  par  orthogonalité  des  éléments  sont 
à  invariants  égaux  en  coordonnées  tangentielles. 

Parmi  les  résultats  obtenus,  signalons  les  deux  suivants  : 

i°  Trouver  tous  les  couples  de  surfaces  applicables  telles  que  la  dis- 
tance d  d'un  point  de  la  première  à  un  point  fixe  et  la  distance  z  du 
point  correspondant  de  la  seconde  à  un  plan  fixe  soient  liées  parla  rela- 
tion 

d-  —  z'  =  const.; 

nous  montrons  qu'on  peut  obtenir  ces  surfaces  sous  forme  finie; 

2°  Trouver deux  surfaces  applicables,  telles  que  les  normales  aux 
points  correspondants  forment  un  angle  constant. 


PREMIERE   PARTIE. 

MÉTHODE      DE     LA      GÉOMÉTRIE      NON      EUCLIDIENNE. 


I.  —  Indication  des  notations  employées. 

Je  me  place  ici  au  point  de  vue  de  M.  Cayley.  Je  prendrai  pour 
quadrique  fondamentale  la  sphère  dont  l'équation  en  coordonnées 
ordinaires  est 

./■'-'  -+-  \--+-z'--h\—o. 


SUR    LA    DÉFORMATION    DES    SURFACES.  12) 

Soil  M  un  point,  pris  en  dehors  de  cette  sphère  ;  on  choisit  le  fac- 
teur  de  proportionnalité  qui  entre  dans  les  quatre  coordonnées,  de 
telle  sorte  que  la  somme  des  carrés  des  quatre  coordonnées  soil  égale 
à  l'unité.  Si  x,  v,  :  sont  les  coordonnées  ordinaires  du  point  M.  a ■,, 
r.,,  ./-,,  ./-,  les  coordonnées  non  euclidiennes,  on  aura 


*,=  -       -^- 


\  ■        i  '      -  '      i  \  '  ■' 


./•.  = 


\   '      ■    i  -;--+-  i  ^  x--h  /*  +  ;-*  +  i 

Si  le  point  M  décrit  une  courbe,  la  différentielle  de  l'arc  de  courbe 
sera  donnée  par 

ils-      dx\  ■+■  <■/'•'!  +  '/.'•'■  -+-  rfa;*. 

Supposons  en  particulier  que  le  point  M  décrive  une  droite  D,  pre- 
nons sur  cette  droite  deux  points  conjugués 

\i  ' ,  '  :  ■'  ,  '  ,  i,     H(  y,ya y,y,  ) 

par  rapport  à  la  quadrique  fondamentale.  On  aura  d'abord 

x,y{  ■Jt-xiy.î->r  x3y3  h  .<  ,r,  =  o, 

et  les  coordonnées  du  point  M(X(X,X:1X.)  seront,  en  supprimant  les 
indices, 

X  =  07COS3  -i-  y  <\\\  3. 

On  trouve  alors,  en  faisant  varier  9, 

,ls  =  (h. 

La  distance  de  deux  points  de  la  droite  est  égale  à  la  différence  des 
valeurs  de  cp  qui  y  correspondent.  La  distance  de  deux  points  conju- 
gués est  toujours  égale  à  -• 
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Angle  de  deux  droites  qui  se  coupent.  —  Soient  A,  B  les  points 
qui,  sur  les  droites,  sont  les  conjugués  de  leur  point  de  rencontre  (  ): 
l'angle  des  deux  droites  est  par  définition  égal  à  la  distance  Ali. 


Dans  un  triangle  ABC,  il  y  a  six  éléments,  trois  angles  et  trois  côtés; 
entre  ces  éléments  existent  les  relations  de  la  Trigonométrie  sphérique; 

on  en  déduit  : 

Dans  an  triangle,  an  cote  est  plus  petit  qac  la  somme  des  deux 
autres; 

Le  pi  as  court  chemin  d'an  point  à  un  autre  est  la  droite  qui  joint 
ces  deux  points. 

On  appelle  normale  en  un  point  d'un  plan  la  droite  qui  joinl  ce 
point  au  pôle  du  plan.  (Jette  droite  est  perpendiculaire  à  toutes  celles 
qui  passent  par  son  pied  dans  le  plan. 

L'angle  d'une  droite  et  d'un  plan  est  le  complément  de  l'angle  que 
fait  cette  droite  avec  la  normale  menée  au  point  de  rencontre  de  la 
droite  et  du  plan. 

Enfin,  l'angle  de  deux  plans  est  égal  à  la  distance  de  leurs  pôles. 

La  distance  d'un  point  à  un  plan  ou  à  une  droite  est  la  longueur  de 
la  perpendiculaire  menée  du  point  à  la  droite  ou  au  plan. 

La  dislance  rectiligne  de  deux  points 

(./■,../■,..-',,./•.  ),      (yl,y.,,yl,yi  ) 
est  donnée  par  la  formule 

cos?  =  x,yt  ■+-  x.2y.,  -h  x3y3  +  xAyA, 
Il  eifrésulte  que  le  lieu  des  points  (.r)  situés  à  une  distance  o  d'un 
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point  (v  )  a  pour  équation 

cos2  s  ('./■;  +  x:  -+-  x\  H-  x]  )  =  (  x,y{  +  x2v.,  -+-  x3ys  -h  x,y{  )-. 

C'est  unequadrique  circonscrite  à  laquadrique  fondamentale.  .Nous 
donnerons  le  nom  de  sphère  à  ces  quadriques. 

Remarque.  —  Aux  quatre  nombres  x,,x2,x3,  xt,  on  peut  faire 
correspondre  soit  un  point  M  de  l'espace  non  euclidien,  soit  un  point 
Y  situé  dans  l'espace  à  quatre  dimensions  sur  la  sphère 

x]  -+-  x\+  x\  +«;  =  i, 

Comme  l'a  remarqué  M.  Klein,  on  peut  projeter  stéréographique- 
ment  ce  point  Y  dans  l'espace  à  trois  dimensions.  On  obtient  ainsi  un 
[inint  N  ayant  pour  coordonnées 

X  =     ar'  y  =■    2Xa  7  —     2J?3 

1  ~    ''.  I+.T.'  I  -4-  .r.  ' 


\2  +  Y2  +  Z-  =  A- 


Appelons  ds  la  différentielle  de  Tare  décrit  par  M,  dS  de  celui  dé- 
crit par  N;  on  trouve 

,/S*  =  4_*ï_. 

On  voit  facilement  (pie  l'angle  de  deux  courbes  qui  se  coupent  en 
N  est  égal  à  l'angle  non  euclidien  des  courbes  correspondantes  qui  se 
coupent  en  M. 

II.  —  Notions  sur  les  courbes. 

Je  laisse  de  côté  les  cas  particuliers  où  la  courbe  est  une  droite,  où 
elle  est  située  sur  la  quadrique  fondamentale  et  enfin  le  cas  où  les  tan- 
gentes à  la  courbe  sont  aussi  tangentes  à  la  quadrique  fondamen- 
tale. 

Soit  A(x,x2x3xA)  un  point  de  la  courbe;  sur  la  tangente  en  A,  je 
prends  le  point  B(y,y.iy3yi)  conjugué  de  A;  dans  le  plan osculateur, 


128 


GUICHARD. 


je  mène  la  normale  AC  à  la  tangente.  Cette  droite  AC  est  la  normale 
principale  en  A;  le  point  C(r\,rl2rl3rlt)  est  le  conjugué  de  A.  Enfin, 
je  désigne  par  D(£, H2£3H,)  le  pôle  du  plan  osculateur.  La  droite  AD 


Fig.  i. 


sera  la  binormalc  à  la  courbe.  Choisissons  comme  variable  indépen- 
dante l'arc  de  courbe  décrit  par  le  point  A  et  remarquons  que  les  élé- 
ments du  déterminant 


y*   y* 


sont  les  coefficients  d'une  substitution  orthogonale  dans  l'espace  à 
quatre  dimensions;  on  en  déduit  les  formules 


ds 


=  .v> 


a-f\. 


ds 


ay-bl, 


d\ 


=  b* 


où  nous  avons  supprimé  les  indices;  il  y  entre  deux  fonctions  a  et  b 
de  s;  a  est  ce  qu'on  appelle  la  courbure,  b  la  torsion.  Si  b  est  nul,  le 
point  D  est  fixe,  la  courbe  est  plane. 

Le  centre  de  courbure  O  est  un  point  de  la  droite  OC,  dont  les  coor- 
données sont 

xcos^p  -+-  yj  sino. 

La  distance  AO  =  o  est  donnée  par  l'équation 


On  vérifie  facilement  que  la  caractéristique  du  plan  normal  ACD 
i^sl  la  droite  OD. 
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Soil  maintenant  MiX,  X2X,X4)  un  point  de  la  tangente.  On  pourra 

poser 

X  =  xcosçi  -f-  >-  sin  ç>. 

On  trouve  en  différentianl 

dX  =  ds(ycoso  —  ./-sino  —  a  sinflpy])  -f-  ih{  —  ./-sino  H-ycosç  ). 

(  )ti  voit  que,  si 

flfcp  -t-  ds  =  o, 

le  point  M  décril  une  courbe  normale  à  AB;  on  tombe  ainsi  sur  la 
théorie  des  développantes.  On  constituerait  de  même  la  théorie  des 
développées.  (  lomme  dans  la  Géométrie  ordinaire,  les  tangentes  à  deux 
développées  forment  un  angle  constant. 

Enfin  on  trouve  pour  le  >/>-  de  la  développable  décrite  par  M 

//S-  —  </.s-{  i  -f-  a-  siirç  )  -+-  idsdo  4-  <h2  ; 

b  n'entre  pas  dans  cette  expression.  On  en  conclut  que  les  dévelop- 
pâmes sont  aussi  applicables  sur  le  plan  quand  on  se  place  au  point  de 
vue  non  euclidien. 

III.  —  Notions  sur  les  surfaces. 

Nous  appellerons  encore  géodésiques  les  lignes  les  plus  courtes 
qu'on  peut  tracer  sur  la  surface.  Ces  géodésiques  jouissent  des  mêmes 
propriétés  que  dans  la  Géométrie  ordinaire  :  leur  plan  osculateur  est 
normal  à  la  surface;  les  tangentes  à  un  système  de  géodésiques  sont 
normales  à  une  série  de  surfaces. 

Les  asymptotiques  sont  identiques  dans  les  deux  Géométries. 

En  un  point  d'une  surface,  on  peut  mener  dans  le  plan  tangent 
deux  couples  de  droites  :  i°  les  tangentes  aux  asymptotiques;  2"  les 
tangentes  à  la  quadrique  fondamentale.  Le  faisceau  qui  divise  harmo- 
niquement  ces  deux  couples  est  formé  de  tangentes  conjuguées  (sens 
de  Dupin)  rectangulaires  (sens  non  euclidien).  Ces  droites  sont  tan- 
gentes à  un  système  de  courbes  que  nous  appellerons  lignes  de  cour- 
bure. 
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Nous  développerons  la  théorie  des  lignes  de  courbure  qui  joue  un 
rôle  important  dans  la  théorie  de  la  déformation  des  surfaces. 


IV.  —  Surfaces  rapportées  à  leurs  lignes  de  courbure. 

Soit  A(x,x2x3xt)  un  point  d'une  surface;  sur  les  tangentes  aux 
lignes  de  courbure  prenons  les  points  C(lj,  U2!;s!|4)  et  D(y|4y]2y|3y]4) 
qui  sont  conjugués  de  A.  Soit  en  outre  B(y,y2y:ty4)  le  pôle  du  plan 
ACD;  B  décrit  la  surface  polaire  réciproque  de  la  surface  décrite  par 
A.  Soient  u  et  v  les  paramètres  de  la  surface  (A)  rapportée  à  ses  lignes 

FiR.  3. 
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de  courbure;  quand  u  varie  seul,  le  point  A  décrit  une  courbe  qui  a 
pour  tangente  AC;  la  tangente  à  la  courbe  décrite  parle  point  B  sera 
BC,  puisque  celte  droite  est  la  polaire  réciproque  de  AD  qui  est  la 
conjuguée  de  AC  (sens  de  Dupin).  De  même,  quand  v  varie  seul,  les 
points  A  et  B  décrivent  des  courbes  qui  ont  respectivement  pour 
tangentes  AD  et  BD  ;  si  l'on  remarque  de  plus  que  les  coordonnées  des 
points  A,  B,  C,  D  sont  les  coefficients  d'une  substitution  orthogonale 
dans  l'espace  à  quatre  dimensions,  on  aura  les  formules  suivantes,  où 
nous  supprimons  les  indices  : 

dx        , 


(I) 


dx 

= 

ag, 

Ou 

= 

r-, 

d% 
du 

= 

—  C 

Or, 

du 

= 

mi 

sy  —  mm,        ^j=**b 


-=-bx-fy-nl 
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En  égalant  les  dérivées  secondes  par  rapport  à  u  et  r  des  coordon- 
nées, on  trouve  que  les  quantités  a,  b,c,  f,  m,  n  doivent  satisfaire  aux 
relations 

,    ûa  .  ,)>■  , 

i  db  df  àv        dv 


i)u 


=  an, 


La  droite  AB  décrit  une  congruence  rapportée  à  ses  développables  ; 
Ifs  plans  focaux  de  cette  congruence  sont  les  plans  ABC,  ABD;  ils 
sont  conjugués,  par  rapport  à  la  quadrique  fondamentale.  De  même, 
la  droite  <l>  décrit  une  congruence  rapportée  à  ses  développables  ; 
les  foyers  sont  les  points  (  !  et  D  ;  ils  son!  conjugués  par  rapport  à  la 
quadrique  fondamentale.  Il  est  facile  de  voir  qu'on  obtient  ainsi  toutes 
les  congruences  jouissanl  de  ces  propriétés. 

Prenons  maintenant   sur   AB   deux  points  M(X,,  X2,  X3,  X,)  et 

N(Y,,  Y2,  Y3,  Y,)  conjugués.  On  pourra  poser 

X  =  xcoso  -+-  j'sinç,         Y  =  —  a?sin<p  -+- j'eos^p. 

On  aura  alors,  si  l'on  tient  compte  des  relations  (i), 
<)\  .     <)■-  r  ,  . 

j-  =       Y  -^  -h  ç(acosa>  -t-esins»), 

au  au  '  T/' 

I  <*Y  x  ')~       e/  x 

t-=-atl+  c{  —  a  sinç  -f-  ecos<p), 
1  au  ihi  •  •/' 

(3) 

i  dïï  =       ^  ,>,'■  -+-l(0cos<p-r-/sin<p), 

I     fo   =  ^  ^  +  ri(-  »  S1"?  +/COB«p). 

On  voit  d'abord  que,  si  ç  est  constant,  les  points  M  et  N  décrivent 
des  surfaces  normales  à  AB.  Ces  surfaces  sont  rapportées  à  leurs  lignes 
de  courbures  ;  les  tangentes  de  courbure  en  M  sont  MC  et  MD.  Ces 
surfaces  seront  dites  parallèles  à  la  surface  décrite  par  A. 

Si  l'on  remplace  les  points  A  et  B  par  les  points  M  et  N  (5  con- 
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stant),  les  quantités  m  et  n  ne  changent  pas,  mais  a,  6,  e,  /  prennent 

1rs  valeurs 

a,  =  acoscp  -(-  esinç,         e,  =  —  asino  +  ccoso, 
bt  =  //eosç.  —  /sincp,  /,  =  —  /;sino  +/cos<p. 

On  voit  que  l'on  a 

<7;  -i-  e\  =  r/-  —  e2,  &2  4-  /2  =  b-  -+-  f2, 

a,/,  —  b,  e,  =  af  —  be,         <■/,  /',  -+-  e,/,  =  ab  +  ef. 

Ces  quantités,  qui  ne  changent  pas  quand  on  remplace  la  surface 
par  une  surface  parallèle,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  ne  dépendent 
que  de  la  congruence  décrite  par  AB,  seronl  les  invariants  de  cette 
congruence.  Nous  donnerons  la  signification  géométrique  de  l'annula- 
tion des  deux  derniers. 

Les  formules  (3)  permettent  de  déterminer  facilement  les  foyers  de 
la  congruence  décrite  par  AB.  Ces  foyers  C,,  C2  sont  appelés  les 
centres  de  courbure  de  la  surface  (A).  Les  valeurs  de  o  qui  y  corres- 
pondent sont  données  par  les  formules  :  pour  C,, 

ti  cos<p  -+-  rs'mo  =  o; 
pour  C2, 

Acoso  —  /'sin  d  =  o. 

Les  rayons  de  courbure  <p,  et  ç>2  sont  donnés  par  les  formules 

a  h 

tangç,  =  --»         tango,  =  -y 

Si  af  —  be  =  o,  les  deux  rayons  de  courbure  sont  égaux  :  les  For- 
mules (ii)  montrent  alors  que 

de           da                                   .  ôf         ,  ()b 
a~k eT~  =  °>  et  <>   i f  3-  =  O. 

(A-  ov  au       ■    <)u 

Les  deux  rapports  égaux  -,  ~  sont  constants.  Les  formules  i  ;  i 
montrent  alors  cpie  C,  est  fixe  ;  la  surface  (A)  est  une  sphère. 
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Si  ab  ■+■  ef  =  o,  on  a 

?•■  —  Ci  =  — 

Les  surfaces  (A),  qui  correspondent  à  ce  cas,  surfaces  que  nous 
appellerons  surfaces  S,  jouissenl  de  propriétés  spéciales  au  point  de 
vue  de  la  déformation.  Kilos  sont  étudiées  en  détail  plus  loin.  Dans  ce 
cas,  la  droite  AB  décrit  une  congruence  dont  les  plans  locaux  et  les 
foyers  sont  conjugués  par  rapport  à  La  quadrique  fondamentale.  Il 
en  esl  de  même  de  la  congruence  décrite  par  CD. 

Cherchons  maintenant  les  lignes  asymptotiques  de  la  surface*  Vi 
En  différentiant  les  formules  1 1),  «m  trouve 

(  %?  =  -x(b3)-ybf-tbn  +  *iTv> 


(4) 


i)-.r  y  àa    ,        db 

à1  a                       ,                        y  àa  ,             , 

5 — 3-  =  —  x(  cr    —  yae  -+-  :-. — h  r,(—  am   , 

àuav              \     /      s               ou  in 


On  obtiendra  l'équation  différentielle  des  lignes  asymptotiques  en 
écrivant  que,  dans  l'expression 

<h.i-   -5   r  dur  -t-  2j — r-  duav  ■+-  -r-?  eu-, 
ou'  ou  ih  av 

le  coefficient  de  y  est  nul,  ce  qui  donne 

ae  dur  -+-  bf  dv-  =  o, 
ou 

\  /y/'         ±  i  \  ae 

Les  points  où  les  tangentes  asymptotiques  rencontrent  CD  ont  leurs 
coordonnées  proportionnelles  aux  quantités 

ca  \  bf  ±  iv\b  \ue, 
ou 

;  \  af  ±  ii\  y  de. 
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Si  les  tangentes  asymptotiques  sont  tangentes  à  la  quadrique  fon- 
damentale, on  a 

af  =  be\ 

la  surface  est  une  sphère.  Tous  les  systèmes  conjugués  sont  orthogo- 
naux. 

Si  ces  tangentes  sont  conjuguées  par  rapport  à  la  quadrique  fon- 
damentale, ou  orthogonales,  on  aura 

af  +  bé  =  o, 

d'où 

tango,  +  tango*  =  o. 

Ces  rayons  de  courbure  sont  égaux  et  de  signes  contraires.  Ce  sont 
les  sur/aces  minima  non  euclidiennes. 

Cherchons  dans  quels  cas  les  lignes  asymptotiques  se  correspondent 
sur  toutes  les  surfaces  parallèles.  On  devra  avoir,  quel  que  soit  <p, 

a,et  (te 

ce  qui  donne,  en  effectuant,1 

(«/-  be)(ab  +  e/)=o. 

Le  fait  peut  donc  se  produire,  soit  dans  le  cas  des  sphères,  soit  dans 
le  cas  des  surfaces  S. 

L'équation  différentielle  des  asymptotiques  delà  surface  des  centres 
décrite  par  C,  est 

(a-, e-r-  )dir  -+-  (  f  -. b-f-  )ih-  =  o, 

\    au  ou)  y'  ou  au] 

et,  pour  la  surface  C8, 

/     de  da\  7   „    ,    /  -db        ,  d/\   ,  , 

\aih,  -eàï)du' +  vt*  ~  H)dv  =°- 

Si  les  asymptotiques  se  correspondent  sur  les  deux  nappes  de  la  sur- 
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face  des  centres,  -  est  fonction  de  -:•  Les  deux  rayons  de  courbure  de 

c  J 

la  surface  (A)  sont  liés  par  une  relation.  Ces  surfaces  seront  appelées 
les  surfaces  non  euclidiennes  de  M.  Weingarlen. 


V.  —  Projection  stéréographique  des  lignes  de  courbure. 
Des  équations  <  i  )  du  paragraphe  précédent  on  déduit 


(i) 


à*y    i   da  dx         i    dh  dx 


dudv        a  àv  du         b  du  de  ' 
et,  de  même, 

du  ai'        e  dv  du        f  du  t>r 
L'équation  (  i)  admet  pour  solutions 

Cela  posé,  faisons  la  projection  stéréographique  indiquée  dans  la 
remarque  du  §  I. 

L'équation  (i)  admet  évidemment  les  solutions 

On  en  conclut  que  les  quantités  (§  I) 

X,     Y,     Z,     Xs+Y!  +  Z!,     i 

satisfont  à  une  équation  de  Laplace.  La  projection  stéréographique 
de  la  surface  (A)  est  donc  rapportée  à  ses  lignes  de  courbure  (sens 
ordinaire).  Réciproquement,  à  toute  surface  rapportée  à  ses  lignes  de 
courbure  on  peut  faire  correspondre  le  système  étudié  dans  le  para- 
graphe précédent. 

La  transformation  ponctuelle  indiquée  (§  I)  transforme  donc  les 
lignes  de  courbure  (sens  ordinaire),  en  lignes  de  courbure  non  eucli- 
diennes. 
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Le  dS2  de  la  projection  stéréographique  sera 


dS2  =  — - — ;  (a2 du2  --  l>-  dv2  i. 


Si  a  =  ±  6,  on  obtient  une  surface  isotherme. 


VI.  —  Sur  un  cas  particulier  de  couples  de  surfaces  applicables. 

On  voit  que  la  recherche  des  couples  de  surfaces  applicables  re- 
vient à  celle  des  surfaces  de  l'espace  à  quatre  dimensions,  qui  sont 
applicables  sur  le  plan.  Cherchons  parmi  ers  surfaces  d'Iles  qui  sont 
situées  sur  l'hj  persphère 

x2  -+-  x\  -f-  x\  -+-  x'I  =  i . 

On  peut  remplacer  la  surface  cherchée  par  la  surface  correspon- 
dante de  l'espace  non  euclidien  et  supposer  cette  dernière  rapportée 
.1  ses  lignes  de  courbure.  11  faut  exprimer  alors  que 

a2  du2  h-  b2dv2 

ev|  le  ds"  d'un  plan;  ce  qui  donne 

0   ,  i    db\         0   /i  da 

du  \a  du  )        dv  \b  (Je 

ou,  en  tenant  compte  des  formules  (2  |  (§  l\  1. 

-   .  dm         On  ,  e 

(i)  -3 — h  s~  =  o,         ab^-ef=o, 

dv        Ou  J 

on  tombe  sur  les  surfaces  X,  que  nous  allons  déterminer.  La  seconde 

des  relations  (1)  permet  de  poser 

a  =  pcos<p,         e  =  psin<p, 
/>  =  rsins.         f  =  —  rcos«p. 
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Les  relations!  2)  (§  LV)  donnent  ensuite 


C0S(?/„      Psin?pv       mràxKf,  sin<p^-4-rcos?^  =  «pcosq>, 

sinr?/v       ?cos?pv        -m/-cos<p,      -cosç^  +  rsinç£  =  i»psina. 
On  en  déduit 


à  ,)/■ 

K  =  °'       9i 


On  peut,  en  choisissant  convenablement  les  variables  u  el  p,  sup- 
poser 


<  >n  trouve  ensuite 
d'où  La  condition 
ce  qui  donne 


?  =  1 ,  r  =  1 


m  =  — ij-J        «  =  -J 


<J»<P      ,/2: 


=  O, 


ch'-  du" 

<f=  F(a  +  p)  +  F,(a  ~  r  ). 


F  et  F,  étant  deux  (onctions  arbitraires. 
Les  formules  (1  m  §  I  \  1  deviennent 


dx 


1)1 


du  —  CU5r^-  ;         smçïj, 

^  =  sin®*  4r 

(2)     <      ,, 


dv  'r       dï  ~  d7i 

I  *!.  =  -  _  ?ï  C  eh]  ,;, 

J«  tic  ^'  x;  =  —  #  suis  4- ycosçp  —  p.  £. 


-=_coS?^-s,n?r  +  ^v       £  =  ;;■   v 

«h,  Jo 

Pour  achever  la  détermination  de  ces  surfaces,  il  faudrait  intégrer 
le  système  (2);  mais  nous  les  obtiendrons  plus  loin,  sous  forme  finie 
par  une  autre  méthode  (§  X). 
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Les  lignes  asymptotiques  de  la  surface  (A)  sont 
du"  —  dv'1  =  o. 

On  trouve  aussi  la  même  équation  pour  celles  des  surfaces  des 
centres.  Toutes  les  surfaces  parallèles  à  (A)  jouissent  de  la  même  pro- 
priété. Nous  verrons  plus  loin  qu'il  en  est  de  même  des  surfaces  des 
rentres.  Nous  étudierons,  dans  le  paragraphe  suivant,  les  principales 
propriétés  des  surfaces  S;  nous  allons  indiquer  ici  les  formules  qui  don- 
nent les  deux  surfaces  applicables. 

La  première  surface  a  pour  coordonnées 

X  {  ,  ^21  *^3  t 

la  deuxième, 

+  ixt,     X,      Y; 

\  et  Y  sont  données  à  l'aide  de  quadratures 

àX  ,.  dY         .    ,, 

— -  =  coso  cosç,        -j-  =  sinfJcos?, 


du  Ou 

ai 


dX         .    .    ■  0\  n   . 

smo  sino,  -r-  =  —  cos'Jsinç, 


<p  =  F(a-t-c>)  4-  F, («  -e),         0  =  -  F(«  +  pj  +  F,(«-  p). 

Ces  deux  couples  de  surfaces  jouissent  des  propriétés  suivantes  : 

i"  Le  carré  de  la  distance  d'un  point  fixe  O  à  un  point  quel- 
conque INI  de  la  première  surface  est  égal  au  carré  de  la  dislance 
du  point  correspondant  M' de  la  seconde  à  un  plan  fixe  ~,  augmenté 
de  l'unité  (ou  d'une  constante,  ce  qui  revient  au  même  en  prenant 
des  surfaces  homothétiques). 

Nous  obtenons  ainsi  tous  les  couples  de  surfaces  applicables  jouis- 
sant de  cette  propriété. 

2°  Ces  surfaces  sont  rapportées  à  leur  système  conjugué  com- 
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mu ii  ;  le  système  conjugué  de  la  deuxième  surface  se  projette  sur 
le  plan  -.  suivant  un  système  orthogonal. 

Cette  deuxième  propriété  appartient  aussi  à   d'autres   couples  de 
surfaces  applicables,  ainsi  que  nous  le  verrons  plus  loin. 


VII.  —  Sur  quelques  propriétés  des  surfaces  s. 
Conservons  le  tétraèdre  ABCD,  mais  prenons  pour  variables  indé- 


pendantes h.  <  les  paramètres  des  lignes  asymptotiques  de  la  surface  A. 
Les  formules  du  paragraphe  précédent  deviennent 


Ou 


Or        r    ■ 
7  si  no,  -rf-  =  5  SU! 


—  =  ç  coso  —  r  si  n  s, 
av  '         ' 

d\  de 

s-  =—  arcosa  —  vsins  -+-  v  r., 
du  >        ■  '         an   ' 

<)\  <h 

_  =   -^coso-jsma-^y), 

avec  la  seule  condition 

-. t  =  O  (>U 

<)n  <)\- 


/]  coss; 
=  :  sin  3  +  r,  coss; 


<^1  <}o  r 

j-  =  —  .f  si  no  -t-  r  cosœ r1-  ç: 

-r-  =      ./sino  —  vcoso  -+-  -r  E, 


O  s=   F(  M  )+  F,(c  ). 


Les  centres  de  courbure  \L  (X,  X,  X,X.  ).  F  (Y,,  Y,.  Y,,  Y.,)  de  la 
surface  A  ont  pour  coordonnées 

X  =  .psino  -+-ycos<p,  Y  =  —  xsino  -+-  ycosœ. 
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On  obtient  des  formules  plus  symétriques  en  introduisant  le  lé- 
traèdre  EFCD,  c'est-à-dire  les  foyers  des  congruences  (AB)  et 
(CD).  On  obtient 


(0 


dX 
du 

dX 

dv 


du 

do 


du 

,>\ 

dv 


Ou 


=  -  X  + 


v  à*  d\  v 

0«>  '         dv 


du 

d', 
du  ~ 

Y 

~'dii 

de 

Or, 

ai-  ~ 

-Y 

^^  àv 

Sous  cette  forme,  on  vérifie  facilement  que  les  quatre  surfaces  (  E  >. 
(  F),  (C),  (D)  sont  rapportées  à  leurs  asymptotiques.  En  effet,  pour 
la  surface  E,  on  trouve 


£$  =  *-£ -x[, +  (£)'! 

un-  du-  du   '     | 


d\ 


ce  qui  montreque  — ■  7  est  un  point  du  plan  langent,  et  par  suite  que 


d1» 


les   courbes  //   variables  sont  des   as\  nmlotiques.   Si  de  plus  -r-i  est 

,11  l  An1 


du* 


d!X 


nid,  -t—  est   proportionnel   à  X,  ces   courbes   sont  des  droites.   Les 

du-  '        ' 

quatre  surfaces  E,  F,  C,  D  sont  des  surfaces  réglées. 

Nous  allons  montrer,  en  outre,  que  ces  surfaces  sont  des  surfaces X. 
Cherchons  les  centres  de  courbure  de  la  surface  E,  c'est-à-dire  les 
foyers  de  la  congruence  ED.  Un  point  M  (./..'VY'',  )  de  la  droite  ED 
a  pour  coordonnées 

x  —  XcosO  -+-  yisinô. 


<>■-  , 


■-  —  sinô    -t-  E  (cosô-sinô^ 
"  /  \  du 


^E  =  ^  (_  XsinÔ  +  r.cosO  )  -+-  Y  (  cosG  * 

du         du  '  \ 

*£  =  ?  (-  Xsin 0  -+-  ri cos 0  )  -i-  Y  (  cos 0  y  -  sin  0  )  +-  z  (  cas 0  -+-  sin  0  ()- 

dv  dv  '  \  dv  \  dv 

Les  valeurs  de  G  correspondant  aux  foyers  sont  donnés 


cosO  -r-  -l-  sinO,         cosO  —  sinO  -=S 
au  du 


cosO  ~  —  sinô, 

dv 


>sô 


,0  2C 

dp 
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OU 

C.>  —■•(£-2)^-00.  esi„6(££  +  I)-si„=o(£-£)=„, 

ce  qui  montre  que  ces  foyers  s,, ni  conjugués  par  rapport  à  la  qua- 

drique  I' lamentale  et  que  |  E  i  esl  une  surface  I. 

On  obtiendra  donc  un  tétraèdre  analogue  au  tétraèdre  EFCD,  en 
prenant  1rs  foyers  des  deux  droites  ED,  CF.  La  fonction  s  est  rem- 
placée parla  fonction  8  donnée  par  l'équation  (2).  Pour  trouver  la 
valeur  de  0.  posons 

2  ■=''"'**.       jj  =  tangp, 
x  est  fonction  de  u  seul,  p  de  Pseul;  l'équation  (2)  donne  ensuite 
langl  y.  -  (3)-t-  tangaO  =  o, 


d'où 


0 


? 


On  voil  que  d'une  surface 2  on  peut  en  déduire  une  infinité  d'autres. 

On  vérifierait  aussi  facilement  que  la  droite  EC  est  normale  à  une 
série  de  surfaces,  comme  les  foyers  de  cette  droite,  qui  sont  E  et  C, 
sont  conjugués;  cette  série  est  formée  de  surfaces  S. 

Tous  ces  résultats  pouvaient  être  prévus  de  la  façon  suivante.  Con- 
sidérons une  surface  dans  l'espace  non  euclidien,  rapportée  à  un 
système  de  géodésiques  et  à  ses  trajectoires  orthogonales.  Le  ds-  esl 
de  la  fornif 

ds2  =  dir  -4-  a-dv'-. 

Les  tangentes  aux  courbes  v  =  const.  sont  normales  à  une  série  de 
surfaces;  la  distance  9  des  deux  centres  de  courbure  est  donnée  par 
la  formule 

tan^=-£. 

du 
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Si  la  série  est  formée  de  surfaces  S,  on  aura 


ùa 

'■>-  —  °> 
au 


La  surface  des  centres  est  elle-même  applicable  sur  un  plan.  Les 
géodésiques  v  =  const.  correspondent  à  une  série  de  droites  parallèles 
du  plan.  Les  courbes  «  =  const.  correspondent  à  la  série  de  droites 
rectangulaires,  c'est  ce  qui  explique  que  les  droites  EC  sont  nor- 
males à  un  système  de  surfaces  2. 


VIII.  —  Surfaces  minima  non  euclidiennes. 

On  doit  avoir  dans  ce  cas  (§  IV) 

a/-+-  be  =  o. 
On  peut  donc  poser 

e  =  ap,  /'=  —  bp. 

Les  formules  du  §IV  donnent  ensuite 

da  ô?  ,  da 

z  -. — h  a  ~-  =  —  pbm  =  —  5  -p-  > 
'   0^  Ov  '  '    av 

,  dp  db                              db 

du  '   Ou  '               '    au 
ou 

da-  0?                      d  ,    ,    N 

db        ,  dp  à      ...    > 

2  p  -y-   -t-  h  -f-   =  o,  ^-  (&- p)  =  O. 

1   ()u  Ou  au  x      ' 

On  peut  poser 

<zap  =  i,  A2p  =  i . 

Prenons  comme  inconnue  <p,  en  faisant 

p  =  e-2?, 


on  trouve  alors 


puis  ensuite 


SUR    LA     DEFOHMATION    DES     SURFACES. 


b  =  ef,         f. 


do  do 

av  du 
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On  arrive  enfin  à  La  condition 


du- 


Cette  équation  intervient  dans  la  recherche  des  surfaces  à  courbure 
totale  constante.  M.  Darboux  a  déjà  indiqué  que  la  recherche  de  ces 

deux  groupes  de  surfaces  est  identique. 
On  a  donc  pour  ces  surfaces  les  formules 


àx 
du 

dy 
du 


(0 


dr,    <)-■  r 

du  ~  u\Z-' 


dx 

d7-  =  e*^ 

ày 

à7  =  -e  Tr>- 

v-£* 

d\            dz.  . 

dv  ~  dtlr>' 

d-n 

-y-   =  —  t^.r  +  , 

,-9y_ 

oc-         Ou- 

2;f-  e  -=,,. 

On  peut  remarquer  que  les  projections  stéréograpbiques  des  sur- 
faces (A)  et  (B)  sont  des  surfaces  isothermiques. 

Il  nous  sera  utile,  dans  la  suite,  d'avoir  ces  mêmes  surfaces  rappor- 
tées à  leurs  asymptotiques;  soient  toujours  A(x)  et  B  (y)  les  points 
correspondants  des  deux  surfaces,  par  C(!j)  et  D(yj)  les  points  où  les 
tangentes  asymptotiques  coupent  la  polaire  réciproque  de  AU. 

Quand  u  varie  seul,  le  point  A  décrit  une  ligne  asymptotique  dont 
la  tangente  est  AC,  le  point  B  décrit  une  asymptotique,  dont  la  tan- 


I-H 


giiciiaiuj. 


gente  est  la  polaire  réciproque  BD;  de  même,  quand  p  varie  seul,  les 
tangentes  aux  courbes  décrites  par  A  et  B  sont  AI)  el  AC.  On  doit 


l'C-  5. 


donc  avoir  des  formules  de  la  forme 


à) 

an  On 


à- 

du 

'A 

àv 


à'. 


—  ll.r  —  /HT,  -t-   = 


f  y  +  /rrr  -  =  —  b.r  —  /il. 

En  écrivant  que  ces  formules  sont  compatibles,  on  trouve 

de  , 


da        . 
*>  =  b' 


Oh  .-)/• 

— -    =  ail,  r-  =  l'/l 

Ou  nu 

Oui  On  . 

--  -+-  -j-  -+-  ah  —  i-     =  ., 

av  On 

a/=  be. 
On  peut  poser 

r  =  az,         f=bp. 

Les  premières  relations  donnent  ensuite 


h  '"-:»  =  "• 


On  peut  prendre 


cr  z  =  i , 
Faisons  p  =  <''"*,  on  trouve 
a  =  e*, 

e  =  c?. 


°r(b>p) 

i)  h        ' 

&  =  e*, 
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puis 

,,,  _  <>?  àv 


avec  la  condition 


à1-      <r-^ 
ï  +  :•.-.;  -ne1*— <r*=o. 


^•2       <;« 
On  a  alors  le  Tableau  de  formules 

¥=**,  ~=r;r  dl-       „=,.        <h  <h,  <h 

au  du  *>        ïï,--'"-j;,^        £=-«-*y+gv 


IX.   -  Les  coordonnées  de  la  ligne  droite. 

Soi!  une  droite  D;  prenons  sur  cette  droite  deux  pointsA  (*,*,*,*,  ^ 
et  B^y,^,^)  conjugués  par  rapport  à  la  quadrique  fondamenl 
taie.  [Vous  prendrons  comme  coordonnées  plukériennes  de  1)  six  quan- 
tités, donl  les  trois  premières  sont  proportionnelles  aux  projections 
(sens  ordinaire)  do  A  H  sur  les  trois  axes  de  coordonnées;  les  trois 
secondes  proportionnelles  aux  projections  du  momenl  de  \  P.  par 
rapport  à  l'origine.  (Dans  la  suite,  nous  écrirons  toujours  en  pre- 
mière ligne  les  premières  coordonnées  d'une  droite,  ensuite  les  se- 
condes coordonnées.  )  Nous  fixons  le  facteur  de  proportionnalité,  au 
signe  près,  en  écrivant  les  coordonnées  de  D  ainsi 

X  =  xiyi-y,Xi,  L=.^y3-y2,-:[. 

Y  =  ''V. -.>,.<..  M  =  xtyt-yta;„ 

z  =  x*y*—y*xt,        N  =x,y2—  )-,./■.,. 

Quand  on  déplace  les  points  A  et  B  sur  D.  les  quantités  X  \  Z 
L  M,  N'  restent  fixes  au  signe  prés.  Ces  quantités  vérifient,  outre  là 
relation 

IA  +MY  +  i\Z  =  o. 


I  4<J  GUICHARD. 

qui  existe  entre  les  coordonnées  d'une  droite,  la  relation 

X2  -  Y2  +  Z1  -4-  L2  -+-  M-'  4-  V  =  i , 
ou 

(X±L)2  +  <  Y±M)2  ■4--(Z±N)*  =  i, 

qui  lient  au  choix  du  facteur  de  proportionnalité.  Dans  la  dernière 
relation,  il  faut  faire  correspondre  les  signes. 

Cela  posé,  soit  A('.r),  B(_y),  C(H),  D(r()  un  tétraèdre  conjugué 
par  rapport  à  la  quadrique  fondamentale,  choisissons  les  signes  des 
coordonnées  de  telle  sorte  que  le  déterminant 


y-, 


soit  égal  à  -4-i.  On  sait  que,  dans  ce  cas,  chaque  élément  est  égal  à 
son  coefficient  dans  le  déterminant;  de  même,  chaque  mineur  à  deux 
éléments  est  égal  au  mineur  qui  le  multiplie  dans  l'expression  du  dé- 
terminant. Il  en  résulte  que,  pour  passer  des  coordonnées  d'une  arête 
à  celle  de  ses  polaires  réciproques,  il  suffit  d'échanger  les  premières 
et  les  secondes  coordonnées. 

Les  coordonnées  des  six  arêtes  du  tétraèdre  ABCD  sont  alors 


L    =x,yt—y,x„ 

AP>      \l    =  ./ '_,  r ,  —  iv,. 
N    =  .r^Vj  —  ysxt, 

I  T  .    X.  t 

\<:    M,  =  .<-X -=..■'■■.. 
'  N,  =  .''3  H.  —  E .  1  , . 

■  '  •■•  ==  ■'  1  ^  '•      1i  '  •  • 

AD      M,  =  .'Vr,  •■  —  rt,.r .. 

[  N,  =  a,\Yi,  —  7i,a\, 


X  =  .r,y.,  —  r  ../■,. 

Y  =  .t\)-,  -/:,'■,• 
Z*  =  ./■ ,  \'.2  —  y { ■'' 2  • 
X  —  x*    —  -    / 

Y  —  x  l    —  ?     r 
/,  =.r,  :,  -  ç,  ./■,. 
Xo  =  ar2 r:1  —  '■  r;. 
Y 


•  '  -1  T  1  **■  i  *i s 


Z,  = 


■'   I   'i  2  *2  "Il  ) 
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I. 


Y),  —  :.,  r, :,. 


N    —  H   r   —  *    r 
L,  =  ïyv:l  -,v,r,:1. 
M,  =  ri:,_v,  —  _\-3  r( , . 

L2=y2£3-  *2y3, 


M,=r, 


N 


.>'.  5»-  ti^v 


CD  .'  Y    =5,  vj.-r,  ?.. 

l    Z        =  Çs    »].»  —  1s    ?4  1 

i  X,  =  r,2r,  —  y,ï]4, 

J»'5  j  Y,=Vv,-  vaV.. 

(  Z,  =  ïjsy4  — y,»),, 

(Xa=r,Ç4-Çir4, 

BC  ■  Y2=y2^-  ?,r,. 

Z2  =y3  S,  -  yv., 

I.ii  écrivant  que  AB  rencontre  \<i  et  DB,  on  a 

IA,  +  M  Y,  +  NZ,  +  XL,  +  VM,  -+-  ZN,  =  o, 

LL,  +MM.  +  NN.+  XX,  +  VY,4-ZZ,=o, 
d'où 

(L  ±X  >(L,  ±  X,  )+  (M  ±  Y)(M,  ±  Y, )  -t-(N  ±  Z)(  X,  ±  Z,)  =o. 

<  )n  en  conclut  que  les  quantités 

X  ±L,  Y  ±M,  Z  ±  V 

X,=tL„         Y,,±M„        Z,±.Nn 

X2±L2,         Y2±M2,        Z2rfcN2, 

où  les  signes  se  correspondent,  sont  les  coefficients  d'une  substitution 
orthogonale  dans  l'espace  à  trois  dimensions. 

[1  y  a  beaucoup  de  rt-lations  entre  ces  quantités;  nous  signalerons 
seulement  celles  qui  nous  seront  utiles.  On  a  d'abord 

YZ,-ZYl  =  r(lQ>'4(iïr„— H,r(a)  — r14(5ï.>'s—  «jy)  +  ^(ïkv,— r,,/^  =  ï) 
en  remarquant  que  x,  est  égal  au  déterminant 


r»  y 
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On  a  donc  les  formules 


Gl'ICHAHD. 


(I) 


YZ,-ZY,  =  r,,,, 

/A,        XZ,  =r(l  x, 

XV,  -YX,  =  ï]^3 

LX,  -  MY,  -+-  XZ,  =  ri (./•; 


Los  premiers  membres  sont  les  coordonnées  homogènes  de  A:  on 
aurait  encore  ces  coordonnées  en  remplaçant  l'indice  i  par  l'indice  2: 
le  facteur  de  proportionnalité  serait  £4  au  lieu  de  r,,. 

Nous  donnerons,  en  outre,  la  valeur  des  déterminants  à  trois  élé- 
ments que  l'on  peut  former  avec  les  coordonnées  des  droites.  (Nous 
n'écrivons  que  la  première  colonne  de  chaque  déterminant,  les  deux 
autres  s'en  déduisent  en  remplaçant  X  et  L  soit  par  \  et  M,  soit  par 
Z  et  X  et  en  mettant  les  mêmes  indices.")  Nous  obtenons  les  résultai-; 
suivant-  : 


O) 


X, 

L 

X2 
X 

L 

X 

x, 


=y: 


=  =4>v 


=  jvi, 


\ 
x, 

=  O. 

x. 

u 

L2 

x, 

=**.. 

x, 

x2 

x, 

L, 

L2 

x. 

£2 

X, 

X 

\ 

L, 

1- 

X 

=  -."',■• 

X 

X, 

x, 

■y> 


-:.V- 


"'.:■ 


(2) 


sm   i. 
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L 

L, 

■'"> 

L2 

\ 

x, 

Y 

L, 

=  o, 

L, 

'' -      '■,   l\  !  • 

L, 

L2 

L, 

L, 

\ 

Y 

X, 

U 

=    -  ,/vr 

11 

La 

=  o, 

L, 

L 

L 

L 

\ 

\, 

Y 

1. 

L 

L 

1., 

i-, 

L, 

1  H) 


■•\'-.\< 


-  •'•■.  !■•.. 


X.         Détermination  des  surfaces  S. 

Appliquons  les  formules  du  paragraphe  précédenl  en  prenant  comnv 
tétraèdre  conjugué  le  tétraèdre  K.  F,  C,  D  (§  VII).  En  tenanl  compti 
des  formulés  (I,  §  VII),  on  trouve 


i      =  y  (  —  Y.  -t-  I...  , 

<?X2  ,-  ,  Jo  ,  ■-  T      , 

-r=      X  +  L  +  -ji-(X, +  L,), 
«=_X:+L  +  ^f(Xl-L1), 


dît 

= 

— 

L2- 

-  x2 

dh 

dv 

= 

I-- 

-x2, 

Jl., 

= 

(X. 

+-L 

,)■ 

■xr  =  ^(-L,+  X1), 


à  il 


âL,  T        ,-       do , . 


Y>, 
Y> 
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avec  les  formules  analogues  obtenues  en  remplaçant  X  et  L  soit  par 
Y  et  M,  soil  par  Z  et  V  On  en  déduit 

;\\  _u  =_2(x2+L2), 


i  \   -  L)   =  o, 


£<* 

-L)   =o, 

£<* 

-L)  ='2(X2-L2 

0   ,,- 

-L,)  =  o, 

£<*• 

-L1)  =  -a$(Xa 

kv. 

-  U)  =  o, 

£(*. 

-  U) 

=  - 

.2(X— L)4-a^.i  \ 

^(X1  +  L,)  =  2^(X2+L.i), 
^(.X,  +  Ll)  =  o, 

f_  ,  \,  +  L.,)  =  a(X  +  L)  -  2^2(L,  +  X,), 
£(X2  +  U)  =  o, 


On  en  conclut  que  les  quantités 

X  +  L,       Y  +  M,       Z  +  N, 
X,  +  L„     Y,  +  M„     Z,+  \,. 
X2  +  L2,     Y2  +  M2,     Z2+Xa 

ne  dépendent  que  de  u.  et  comme  ces  quantités  sont  les  coefficients 

d'une  substitution  orlbogonale,  on  obtient  leurs  valeurs  ainsi  :  Soient 
y..  3.  y  les  coordonnées  d'un  point  m.  d'une  courbe  c  tracée  sur  la 
sphère  de  rayon  i  :  a,,  3,.  y,  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  en 
m  à  la  courbe  c;  y...  3..  y.,  ceux,  de  la  normale  au  cône  qui  a  pour 
sommet  l'origine  et  pour  base  la  courbe  c.  On  aura 

X+L=a,  Y+M  =  3.  Z-t-N=y, 

V       L,    =as>  Y,  -M,  =  ),.         Z,  +  N,  =  y2. 

X,+  La=a„         Y2+M2=?„         Z2  +  N2  =  y„ 

et  pour  l'arc  de  courbe  décrit  par  m,  on  trouve 
ds  =  i  du , 
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ce  qui  fixe  le  sens  de  la  variable  //;  enfin  on  voit  que  la  courbure  géo- 

désunie  de  r  est  ^-  • 
ou 

De  même,  en  traçant  sur  la  sphère  do  rayon  r  une  courbe  c',  tel 
que 

ds  =  2<lv, 

el  dont  la  courbure  eéodésique  esl  — ,  on  aura 
1  dv 

\  -L  =«',  Y  -M  =p',         Z  -N  =Y', 

x,-L,  =  a;,      Y.-M^p;,      z,-n,    y;, 

X2-La=a'„         Ya-M2  =  $\,        Zs-N,  =  y'i- 

<  m  a  donc  déjà  1rs  coordonnées  des  six  arêtes  «lu  tétraèdre  EE<  !D. 
En  appliquant  les  formules  (i)  (§  IX),  on  obtiendra  des  quantités 
proportionnelles  aux  coordonnées  .<■,,  x3,  x3,  xA  du  point  E.  On 
trouve 

x*.=  CP  +  P')(y.  +  t'.)-(y-«-ï')(P,  +  ?;), 

a./-,  =  (y  +  y')0.  -H  a',)-  (a  +  a')(Y.  +  Y,  >• 
}..,-,  =(«  +  a -)(p,  +  p;)  _  (p  +  p<  )(X(  +  a'()j 

Xa-,  =  (a  -  «')(«,  +  a',)  +  (P  -  P')(P,  +  P',)  +  (Y-  Y')(Y-  +  Y',  >■ 

On  en  déduil  facilement  >..  et  ensuite x,,  x2,  xi}  xt.  Il  est  facile  de 
former  les  deux  surfaces  applicables.  Les  formules  (i)  (§  \  III  »  don- 
nent, pour  le  ds"  du  point  E, 

ds3  =  dx\  ■+-  dx\  -t-  dx\  +  dx\ 

-[■+(£)']  *'-»(«+£ï!)*'*+[-i-(S;),]«fc' 

=  \d{  u  -f-  c)|-  -+-  //ç,2. 


Les  coordonnées  des  deux  surfaces  applicables  sont  : 
Pour  la  première, 

x\i        -rii       •/':n 
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Pour  la  seconde, 

ixt,     a  +  c.     z. 

Remarque.  —  Si  la  courbe  c,  par  exemple,  est  un  petit  cercle,  lest 

<>- 
une  surface  réglée,  car  alors  v  est  constant. 

p  On 

La  première  surface  (  ',,  ./\,  a;3)  sera,  en  général,  un  lieu  de  coni- 
ques ayant  leur  centre  à  l'origine. 


XI.  —  Sur  certains  couples  de  surfaces  applicables. 

\<m>  avons  déterminé  (§  VIII  et  X)  les  courbes  de  surfaces  appli- 
cables S((.c,  )•,:),  S._,(./-,  y',  z'  )  tels  que 

■  r-  -h  Y-  -4-  Z2  —  ./'-  =  I. 

On  peut,  par  une  homographie,  remplacer  l'unité  par  une  constante 
quelconque  différente  de  zéro. 

Vuis  allons  étudier  directement  le  cas  où  le  second  membre  est 
nul;  la  solution,  rjue  nous  rattachons  à  la  théorie  des  surfaces  minima, 
sera  présentée  sous  forme  synthétique.  On  verrait  facilement  que  la 
relation  donnée  est  la  plus  générale. 

La  recherche  d'une  surface  minima,  rapportée  à  ses  asymptotiques, 
revient  à  trouver  quatre  solutions  d'une  équation  de  M.  Moutard, 


M) 

Ou  av 

liées  p 

ar  la  relation 

(2) 

;-  -+-  r,-  ■+-  Z2  —  z2  =  o. 

On 

en  déduit 

(3) 

i  l  àl  +  r  d_\  +  r  fi  _  -  <>? 
\    '  du         '  Ou         '  Ou        '   Ou 

1  r  d\           Or,        Y  O:            dp 

Or           '  </c             Of          '     <)r 

=  o 

=  O 

lui  différentiant  la  première  de  ces  équations  par  rapport  à  v  et  en 
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tenant  compte  de  i  et  2,  on  trouve 

,    ,  à\   d\         dr,   àr,         dZ  dl   dp  d?  

11  '  ÔTi  Tv  +  dit  57'  +  ô7c  0\-  _  du  ai'  ~ 

Posons  maintenànl 

..        /d?Y        /du  Y       /dç\*       /dp  Y 

En  tenant  compte  de  1  et  5,  on  trouve 

dE  dG 

,      =  o,  -  =  o, 

av  ou 

En  choisissant  convenablement  les  variables  11  cl  r  on  peu!  poser 

E  =  1 ,         G  =  1 . 

Il  en  résulte  que  l'on  a 

(/!'-  -+-  drf  -4-  d'J  =  dp2  -+-  du-  -h  d\-. 

Les  coordonnées  des  points  correspondants  des  surfaces  appli- 
cables : 

Pour  la  première, 

5,     «1,    t. 

Pour  la  seconde, 

p,     «,     p. 

Ce  couple  jouit  de  la  propriété  suivante  : 

La  distance  d'un  point  de  la  première  surface  à  un  point  fixe 
est  égale  à  la  distance  du  point  correspondant  de  la  seconde  à  un 
plan  fixe. 

On  peut,  d'ailleurs,  rattacher  ce  cas  particulier  à  la  recherche  des 


I   )  |  GUICHARD. 

.surfaces  S.  Prenons  une  surface  1  rapportée  à  ses  lignes  de  courbure; 
l'un  des  points  M,  où  CD  rencontre  la  quadrique  fondamentale,  a  pour 
coordonnées. 

X,  =£,  -+■  iv\n        X2  =  ^a-t-iY]î)        X,  =  f,4-iY]„        X,  =  zt  -+-  /•/;,, 

on  a  bien 

X;4-X;-X;^X;=  o. 

Les  formules  (i)  (§  VI)  donnent  ensuite 

àX  .       ,        d-i 

—  =  —  (x  coss  -f-  y  suis  )+f  ir-i:i, 
Ou  '  •'  '  0\-       ' 

OX         .,  .  ,         do    ■ 

j-=j(-ïsins+  vcoso)  -+-  ^-  (ri  —  iç). 

En  faisant  la  somme  des  carrés  et  ajoutant,  on  trouve 

dX.]  +  dX:  +  dX.\  ■+-  d\\  =  dir  —  dvs. 

Les  deux  surfaces  cherchées  ont  pour  coordonnées  : 
La  première, 

X„     X,.     X,. 
La  seconde, 

i'X,.     //.     iv. 


XII.  —  Les  surfaces  qui  ont  des  lignes   de   courbure  dans  l'espace 
à  quatre  dimensions. 

Soil  M  (  X,,  X5,  Xj.  X,  )  un  point  d'une  surface  dans  l'espace  à 
quatre  dimensions.  En  laissant  de  côté  le  cas  où  il  existe  une  relation 
linéaire  entre  X,,  X2,  X,.  X,.  on  sait  que  ces  quantités  vérifienl  une 
seule  équation  de  la  forme 

A  xi+213  j — r  -+-  C  -y-;  -h  2  D  j — h-  a  L  —  =  o. 

<7«  Ou  lA'  OV1  OU  l)v 

Les  caractéristiques  de  cette  équation  définissent  ce  qu'on  appelle 
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le  système  conjugué  tracé  sur  la  surface.  Si  la  surface  est  rapportée  à 
son  système  conjugué  l''s  quatre  coordonnées  vérifient  une  équation 
de  la  forme 

du  av  du  </>• 

Si.  de  plus,  ce  système  conjugué  est  formé  de  courbes  qui  se  coupent 
à  angles  droits,  nous  dirons  que  la  surface  admet  des  lignes  de  cour- 
bure.  Dans  ce  cas.  l'équation  (  i  >  admet,  en  outre,  la  solution 

X;  +  \-  -+-  X;  4-  X;, 
et  réciproquement. 

\  oici  comment  on  peut  obtenir  de  telles  surfaces.   Reprenons  les 
équations  du  §  IV  et  posons 


(2) 


dX         ,r 

OU 

dX        , 


Écrivons  que  ces  équations  sont  compatibles,  on  trouve 

! dv  " 

\    r  =  fin. 

ou 

Les  quatre  coordonnées  \  vérifient  en  outre  l'équation 

d*X    _  i_  à  h  âX        ii    àl  dX 
du  dv         h  Jr  du  l   du    dv 

La  surface  M  est  donc  rapportée  à  un  s\slème  conjugué,  et  les  for- 
mules (2)  montrent  que  ce  système  est  orthogonal.  Nous  dirons  que 
la  surface  A  ou  B  (§IV)  est  la  représentation  sphérique  de  la  sur- 
face M.  Pour  obtenir  toutes  les  surfaces  qui  ont  une  représentation 
sphérique  donnée,  il  suffit  d'intégrer  les  équations  (3). 

Réciproquement,  sauf  un  cas  d'exception  que  nous  signalons  plus 
loin,  on  obtient  ainsi  toutes  les  surfaces  qui  ont  des  lignes  de  cour- 

Journ.  de  Math.  I  5'  série),  tome  II.  —  Fasc.  II,  1896.  2  l 
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bure.  Soil  (  M  )  une  surface  rapportée  à  ses  lignes  de  courbure,  dési- 
gnons par  (Ç|,Ç2>  ^s»^)  'cs  cosinus  directeurs  de  la  tangente  à  la 
courbe  de  paramètre  c;  par  r,,,  y),,  rii,  y],,,  ceux  de  la  tangente  à  la 
courbe  de  paramètre  u  :  prônons  en  outre  deux  directions  perpendicu- 
laires entre  elles  et  perpendiculaires  aux  tangentes.  Soient  (x\  ,x't,x'3,  c\  i 
il  i  r,.  r,.  r,.  y'%)  les  cosinus  de  ces  deux  directions. 

En  vertu  des  h\  pothèses  faites,  on  peut  déjà  écrire  les  équations  i  2  \. 

Cela  posé,  le  système  étant  conjugué,  ■,  .  doit  être  linéaire  el  homo- 
gène en   :  el  y),  c'est-à-dire  que  -~  ne  peut  contenir  que  y),  -y1  que  :. 

11  -     1.  àx'    dy'  .  dx'    0\' 

11  en  résulte  que  -r—  >  -^—  ne  contiennent  pas  y;,  que  -r->  -7-  ne  cunlnii- 
1       Ou     Ou  111        ,;,■      j,, 

nenl  pas  :.  On  doit  donc  avoir  un  Tableau  de  la  forme 

Oi    y  ,  dy' 


-oû  =  a'-ry- 

-r-  =  eç  —  /»./'  , 

i7r'          .. 

J7  =/Yl  -  ?* 

—  =  —  a ./;  +  c  y  - 
Ou                               s 

-  m  yj , 

Ou 

0\ 

01'                  ' 

t- -'■■'- J 

En  écrivant  que  ces  formules  sont  compatibles,  on  trouve  entre 
autres  formules  la  suivante  : 


(4) 

Si  l'on  pose  alors 


Op  dq 

Jr  Ou 


x  =      x  cos3  -f-  y  sincp, 
y  =—  x'  sino  +  y'  cosep, 


les  dérivées  de  x  ne  contiendront  pas  y  (et,  par  suite,  celles  de  y  ne 
contiennent  pas  x)  si  l'on  a 

0®  do  
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qui  son!  compatibles  en  vertu  de  (  i  ).  On  retombe  alors  sur  les  for- 
mules (i)  (§IV). 

Cas  d 'exception.  —  La  démonstration  qui  précède  suppose  que 
les  lignes  de  courbure  ne  sonl  pas  tics  lignes  <le  longueur  nulle  II 
existe  des  surfaces  qui  admettenl  îles  lignes  de  courbure  donl  l'un  des 
systèmesesl  formé  de  lignes  de  longueur  nulle.  Nous  laissons  de  côté 
pour  le  moment  ce  ras  particulier. 

(  )u  peut,  au  lieu  d'intégrer  le  système  (3),  suivre  la  marche  sui- 
vante pour  trouver  les  surfaces  qui  uni  une  représentation  sphénque 
donnée.  Posons 

X  =  pr   t-  qy  -+■  a;  +  3/,. 
(  )u  trouve 


lui  identifiant  avec  les  formules  (  2  ),  on  aura 


,); 


dp  dq  d? 

-f  -  «a  =  o,         -—  —  ea.  =  a, 
\  Ou  Ou  Ou 

;  A  =  ap  +  e?  +  fflP  +  ^> 

I  /  =bp  -h/q-hna.  -h  ^ 
De  (5)  on  tire 

<)-/'  <>"  tJa  Oa  r,  Ou         n  Ob 

du  av  0\-  c*c  af  '  av        l   du 

ou 

à-p    1    du  dp  1    au  dp 


(?) 


t*«  dv         a  dv   Ou         b  Ou  Os' 
Si  p  est  une  relation  de  cette  équation,  a  et  (3  seront  connus  par  les 
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deux  premières  formules  <  5),  g  sera  ensuite  donné  par  une  quadra- 
ture. <  )n  obtient  ainsi  une  surface  (M  ). 

Remarque.  —  L'équation  (7)  est  celle  à  laquelle  satisfont  x,,  x3, 
j  ,.  ./•_.  Cette  équation  s'intègre  en  même  temps  que  celle  que  véri- 
Lienl  les  coordonnées  X.  Y,  Z  de  la  projection  stéréographique  de  la 
-m  hier  (A)  (§  V).  On  en  conclut  que  la  recherche  d'une  surface  1  M  1 
esl  équivalente  à  la  recherche  de  deux  surfaces  qui  ont  même  repré- 
sentation sphérique  pour  leurs  lignes  de  courbure.  Ce  fait  sera  expli- 
que plus  loin. 

Remarque.  —  Si  la  représentation  sphérique  est  une  sphère,  la 
surface  M  est  située  sur  un  hyperplan. 

En  effet,  nous  savons  que,  dans  ce  cas,  la  droite  AB  ('§  IV)  passe 
par  un  point  fixe.  Soient  (zn  z2,  z3,  zt)  les  coordonnées  de  ce  point, 
on  aura 


dX,            dX3    ,         dX3 

-7 -t-    Z-,  -T —     -t-    -;,  — t— 

du             -  ou                 Ou 

dXk 

du 

àX,          _   àX,          _    àX3 

dv    +  =- ~dV  ~*~  ~'3   do 

-+-  kZ  -5-  =  0 

,X,  +  z2X2  +  zsX3  + 

;,X4  =  const. 

XIII.  —  Étude  du  cas  d'exception. 

Dans  ce  cas.  on  doit  avoir 

d\\  +  rfX2  -  dX\  ■+-  d\\  =  H2  dv*. 

Si  Ton  considère  dans  l'espace  ordinaire  la  surface  (  S)  qui  a  pour 
coordonnées  X,,  X2,  X..  les  courbes  v  =  const.  seront  des  géodé- 
siques.  Réciproquement,  supposons  la  surface  S  rapportée  à  un  sys- 
tème de  géodésiques  et  à  ses  trajectoires  orthogonales;  on  aura 

<1\]  -+-  dXz  +  dX\  =  du*  +  G'  dv%  ; 

posons  X,  =  —  1 11. 
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Si  nous  formons  l'équation  de  la  forme 


^+20  -—  -+-  C  — 9    ■      ^  ^  T^  rf0 

t)u-  Ou  <Je  '  (A 


A  —      h  2  h  --— p    +<.r,+oDr   -+-  2E3-   =0, 

h-  au  t)\- 


à  laquelle  satisfont  \,.  \,,  Y,.  Y,,  on  trouve  que  D  et  C  sonl  mils. 
(  )n  vérifie  facilement  que 

V      X;  -t-  X*  -h  x\ 

est  solution  de  l'équation  qui  reste.  On  obtient  ainsi  toutes  les  sur- 
faces cherchées.  Les  lignes  de  courbure  tic  ces  surfaces  (M)  corres- 
pondent :  les  lignes  de  longueur  nulle  aux  géodésiques  de  S;  les  autres 
aux  trajectoires  conjuguées  de  ers  géodésiques.  A  cette  surface  !  M)  on 
peut  faire  correspondre  une  seconde  surface  (M,)  qui  correspond  à  la 
seconde  nappe  S,  de  la  congruence  formée  par  les  tangentes  aux 
as\  mptotiques  de  S. 

Le  plan  tangent  à  M,  est  normal  au  plan  tangent  à  M  et  récipro- 
quement. La  surface  M  jouit  donc  des  deux  propriétés  suivantes  : 

1"  Son  plan  normal  enveloppe  une  surface; 

2°    Son  plan  tangent  est  normal  à  une  surface. 

XIV.  —   Propriété  caractéristique  des  surfaces  qui  ont  des  lignes 
de  courbure. 

Reprenons  la  surface  (M)  rapportée  à  ses  lignes  de  courbure;  le 

Fie.  6. 


plan   MSjï]  est  le  plan  tangent,  le  plan  May  le  plan  normal.  Menons 
une   normale  M z  faisant   un   angle   constant  <p   avec  M.c;  un   point 
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C(Y,Y2Y3Y4)  pris  sur  cotte  normale  a  pour  coordonnées 

Y  =  X  -+-  p<  X  COS(p  4- y  sin-y). 
d'où  Ton  déduit 

--  =  c\li  -+-  a(acos(D  4-  esinq>)l+  t1  (^cosa  -4-  ysin?  ). 

Ou  '  '  '  '      '         Ou  v  i         •  i  " 

)—  =  r[\l  -t-  ci  ôcoso  —  /'sins  i]h-  v  (œcoso  +  ^sina  i. 

On   en  déduit  que  la  droite  M.s  est  tangente  à  deux  surfaces,   aux 
points  C,  et  (  1,  définis, 

C,         A  -t-  p,(acos®  -+-  esina»), 
(  '._,  /  -i-  p2(ôcos<p  -t-/sin<p  ). 

C,  et  C2  sont  les  centres  de  courbure;  quand  o  varie,  C,  et  C,  décri- 
vent des  droites  D, ,  D2,  qui  ont  pour  équation 

D,         //  -f-  ax  -+-  ey  =  o, 
D,         /  +  bx  -+- /y  =  o. 

Dans  le  cas  où  la  représentation  sphérique  de  (M)  est  une  sphère, 
ces  droites  sont  parallèles.  Dans  tous  les  autres  cas,  elles  se  coupent 
en  un  point  N.  N'ous  allons  montrer  que  le  point  N  décrit  une  surface 
tangente  au  plan  xy. 

Un  point  quelconque  N(  Z,  Z2Z,Z,)  du  plan  de  xy  a  des  coordon- 
nées de  la  forme 

Z  =  X  -hpx  -+-  ry, 
d'où 

07.        r ,  ,  dp     ,       dr 

—  =  \(li  -+-ap  -her)  -hx-y-  +yri 
du  v  '  ('"       "    Ou 

ô'L  ,  -.    x  dp  àr 

On  voit  que.  si  L'on  détermine  r  et  p  par  les  conditions 
i  h  +  ap  -+-  er  =  o, 
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la  surface  décrite  par  N  csl  tangente  au  plan  des  xy.  11  reste  ensuite 

dZ  dp  dr 

,    v  \  du  ~a  du  +y  du 

I  dZ  ,)-.  dr 

\Tv=xà-v+yàV- 

Ainsi  le  plan  normal  à  M  a  une  enveloppe.  Cette  propriété  carac- 
térise les  surfaces  M.  En  effet,  supposons  qu'elle  existe  pour  une  sur- 
face i  VJ  ||  \,  V\,\,  i;  supposons  cette  surface  rapportée  à  un  sys- 
tème conjugué,  \,.  V.  V.  \,  vérifieront  une  équation  de  la  forme 

(3)  -pr=pf  +  0'>,). 

Oiiôv  du         v  dv 

Posons 

-'■?  =  XJ  +  V-i-X;  -+-  \;. 

Les  équations  du  plan  normal  à  M  sont 

Z    **1  -    /    'yX'2    -    V   dX»    ,    7   àX>        dP 
A'    du    +  Z"<>M    +Z»rfIT+Z<^r  =  ^' 

y    d\t        y   dX,  dX3       r/   dX,        à? 

Si  ce  plan  admet  une  enveloppe,  le  point  de  contact  vérifiera  aussi 
l'équation 

Z   il^i  +  Z    ,r~X>  -+.  7    à'2Xi  _o_7    <;'v.         <>!P 
1  du  àv  +  ^  &,*,  -y  L'du-Tv  +  Z   5^  =  rt" 

De  ces  trois  équations  et  de  l'équation  (3)  on  déduit 

du  dv  du  v  dr 

ce  qui  montre  que  le  système  conjugué  est  formé  de  lignes  de  cour- 
bure. 
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XV.  —  Les  surfaces  de  l'espace  à  quatre  dimensions  applicables 
sur  un  plan. 

Les  formules  (  x  >  du  paragraphe  précédent  montrent  que 

dZ]  -+-  dZ\  -4-  dZ\  -f-  dZ\  =  dp*  -+-  dr*. 

La  surface  (  N)  est  applicable  sur  un  plan;  cette  surface  est  telle  que 
son  plan  tangent  est  normal  à  une  série  de  surfaces.  II  résulte  d'ail- 
leurs du  paragraphe  précédent  que  si  cette  propriété  existe,  la  surface 
est  applicable  sur  un  plan  (sauf  le  cas  d'exception  du  §  XIII).  Réci- 
proquement si  une  surface  est  applicable  sur  un  plan,  son  plan  tangent 
est  normal  à  une  série  de  surfaces. 

Prenons   une  telle   surface    (N)(Z,Z2ZSZ<)  et   choisissons  les  va- 
riables u,  t-,  de  telle  sorte  que 

dZ\  -+-  dZ\  ■+■  dZ\  -+-  dZ\  =  dir  -+-  dv*. 

Prenons  dans  le  plan  tangent  un  point  M(X,  X2  \,\,),  tel  que 
.-        -,  àZ  dZ 

où 

p  =  u  -+-  a,  q  =  v  -f-  p, 

a  et  $  étant  des  constantes.  On  aura 


du    ~ 

d'-Z 
"P    â* 

<rz 

'  au  df 

l)\ 

dv 

d!Z 
P  dudv 

(PZ 

Or,  on  a  évidemment 

^  dZ  <PZ  _  -^  àZ    àlZ    _  y  àZ  d'Z  _ 

Zddu  ~dlF-  ~  °'  Zàdu  dudv  ~  °'  2*  du  dv*  ~ 

v  dZ  d'Z  _  y  dZ    d'Z    _  ^dZ(PZ_ 
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<  )n  en  déduil 

y  dX  dZ  _  y  àX  dL  _ 

Zààu  du     °-       2*  ou  Tv  _°' 

Y  àX  ,)/.  _  -y  ,)\  <)/. 

ce  qui  montre  que  la  surface  l  M  )esl  normale  au  plan  langenl  à  la  sur 
face  i  \  !.  Toutes  les  surfaces  applicables  sur  un  plan  sonl  les  sur- 
faces i  ÎN  i  du  paragraphe  précédent.  |  Nous  laissons  de  côté  le  cas  où 
la  surface  esl  réglée,  ce  qui  correspond  à  l'application  de  deux  sur- 
faces réglées  l'une  sur  l'autre.  I  Étudions  ces  surfaces  i  \  |.  Des  for- 
mules i  i  )  i  §  \l\  i  on  déduit 

i)li  da  de  0?  Or 

</>         '   dv  t/r  dv  cfr 

lh   -+-  o  db  _._  /•  °S  _i_  /,  d?  _i_  f  ôr 

Tu       >0-7,^'ôu  +  bïhc^fô7t=o- 

En  tenant  compte  des  formules  (2)(§  IV),  (3)(§XII),  (i)(§  XIV), 
•  >  1 1  trouve 

d?  ôr 

dv  dv 


(l) 


"         +  CÂ7,   =  °> 


,  do  .  dr 


En  différentiant  les  équations  (2)  (§  \l\  >,  on  trouve,  en  tenant 
compte  de  la  relation  précédente, 

dudv  dudv       -    duàv 

Ce  qui  montre  que  les  six  quantités  Zf,  /,,  Z3,  Z,,  p,  r  satisfont  à 
une  équation  de  la  forme 

<A0     _  p  dO  riO 

t*«  (A'  du  ^  dv  ' 

c'est  l'équation  à  laquelle  satisfont  /•  et  p.  La  surface  (l\)  est  rapportée 
à  son  système  conjugui'. 
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Les  tangentes  aux  courbes  conjuguées  de  (  IN  )  onl  leurs  cosinus  di- 
recteurs proportionnels  aux  quantités 

de  dr  de  dr 

Ou  ■     ilii  OV  Oi 

ou 

/./•  —  by,     ex  —  a  v. 

Ces  rouilics  son!  rectangulaires  si 

ah  +  ef  =  o  ; 

c'esl  le  cas  où  la  représentation  sphérique  de  (  M  |  esl  une  surface  £. 
Dans  ce  cas,  la  surface  (N)  a  des  lignes  de  courbure  el  esl  applicable 
sur  un  plan.  Nous  étudions  plus  loin  (§  X.IX)  ce  cas  particulier. 
On  obtient  ainsi  deux  surfaces  S,  et  S2  applicables  l'une  suc  l'autre. 
Les  coordonnées  de  S,, 

Z,,     Z„     Z  : 
les  coordonnées  de  S», 

iZ41     p,      /•• 

Ces  deux  surfaces  sont  rapportées  au   système  conjugué  qui  se  con- 
serve dans  la  déformation. 


XVI.         Projection  sur  un  plan  fixe  du  système  conjugué 
qui  se  conserve  dans  la  déformation. 

11  résulte  de  ce  qui  précède  que  la  projection  d'un  tel  système  sur 
un  plan  fixe  a  pour  coordonnées  les  quantités  p  et  r  définies  dans  le 
paragraphe  précédent.  <  >n  aura  alors 


t)r 

lu 

à? 

e 

dv 

dr 

du 

h 

~7 

du 

SUR    LA    DÉFORMATION    HF.S    SURFACES.  lUO 

L'angle  o,  que  fait  la  courbe  //  =  const.  avec  l'axe  des  x  esl  donné 
par  la  formule 

a 

tangip,  =--; 

il  esl  égal  au  premier  rayon  de  courbure  de  la  surface  (  A  )  (  $  l\  )  ;  de 
même  l'angle  de  la  courbe  v  -  :  const.  esl  égal  au  second  rayon  de  cour- 
bure <lc  la  surface  I  A  ).  Donc  : 

Pour  que  le  système  conjugué  se  projette  sur  un  plan  fixe  sui- 
vant un  système  orthogonal,  il  faut  et  il  suffit  que  la  surface  |  \  | 
soit  une  surface  -. 

D'une  manière  |>lu<  générale,  si  ces  projections  se  coupent  sous  un 
angle  constant,  la  différence  des  rayons  de  courbure  de  A  esl  con- 
stante. 

Si  enfin  ces  deux  projections  sont  également  inclinées  sur  deux 
directions  fixes,  la  surface  (  A  )  est  une  surface  minima  (  sens  non 
euclidien  ). 

Nous  allons  chercher  les  cas  dans  lesquels  l'un  de  ces  systèmes  de 
courbes  esl  formé  de  lignes  droites.  Si  les  courbes  de  paramètre  u 
sont  des  droites,  on  doit  avoir 


dv 

à?     ' 
dv 

d*r 
dv* 

''      dr 
dv 

à 

à 

r- 

d*r 

ÛV  '' 

En  différentiant  par  rapport  à  p  la  relation 

dp  dr 

Je  de 
<  >n  in  déduira 

,  ,  dp  -■  dr  , 

mKhTv+fTv)  =  °- 


1 66  GUICHARD. 

A  cause  de  la  relation 

du       •    av 
on  ne  peut  avoir 

,  do         „dr 
</e       •   av 
On  aura  doue 


11  en  résulte  que  a  et  e  sont  des  fonctions  de  //  seul,  et,  par  un  choix 
convenable  de  la  variable  //,  on  peut  poser 

a  =  sinw,         c  =  cosk. 

Pour  déterminer  b  et  /',  prenons  deux  inconnues  auxiliaires  p  et  q 
et  posons 

b  =  psin«  +  qcosu,         f=  pcosu  —  qsinu. 


Les  relations 


db  df 

—  =  na,         f-  =  ne 

du  du 


donnent 

(p  +  gï) cos"  +  (^  ~  q) sin  "  =  " sin  "' 

d'où 

La  relation 

dm  an  i     ,        r 

-  -+-  3-  +  aô  4-  '7  =  o 

devient 

à3  q        du 
du3        du 

à3  g  <>'/ 
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d'où 

q  =  A  cosy  in  -+-  li  siny  nu  -+-  C, 

A,  1).  (  '.  étant  fonction  de  r  seul. 

Pour  déterminer  les  coordonnées  p,  /■  delà  projection,  nous  pose- 
rons 

p        y.  si iw/  H-  3  cos//, 

/•       y.  cos//  —  3  sin//. 
La  relation 


donne 


a  est  une  fonction  «le  //  seul. 
La  relation 


àp    ,       dr 

'-    +  C-r-    =  O 
de  de 


(9a 

-r-  =o: 

de 


.  dp  .  d/' 

b-f-  -t-  /-p  =  o 
d//         ■     d« 


r>  da         du.   du  d3 

3-r^ r    . '   -f-  r/a  •+-  q-f  =  o, 

r  d«        d//  d/<         '  7  y// 

ee  qui  donne  3  par  une  quadrature. 


XVII.        Propriétés  des  systèmes  conjugués 
en  coordonnées  tangentielles. 

Cherchons  les  cosinus  directeurs  des  normales  aux  deux  surfaces 
applicablesS,  et  S...  Les  tangentes  conjuguées  de  S,  ont  leurs  cosinus 
directeurs  proportionnels  aux  quantités 

dp  dr  dp  dr  dp  dr 

x .  -r—  -t-  y ,  -r-  >     x.,  -y-  -+-  y,  3-  1     X-,  3—  -+-  y,  3—  > 
'  dw       •'  '  dv  -  du       J  ■  du  J  du        J  J  du 

do  dr  dp  Or  dp  dr 

x,  ~  +  y.  t-,     x.,  3-  +  y,  3- ,     #3  -y-  -t-  y3  3-  • 

1  Je        ■'  'Je  -  de        y  "  de  J  de        J  i  de 

Les  cosinus  directeurs  de  la  normale  sont  proportionnels  aux  mi- 
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neurs  de  la  matrice 


GUICHARD. 

7.    y*    y. 


(  le  sont  les  quantités  \.  Y,  Z(§IX);  la  normale  à  S,  est  parallèle 
à  la  droite  CD. 

Les  tangentes  conjuguées  de  S2onl  leurs  cosinus  directeurs  propor- 
tionnels aux  quantités 


,h_      dr 

Ou        dit 


d? 
'dit 


dp       Or        -(à?  àr 

La  normale  à  S_,  a  donc  ses  cosinus  directeurs  proportionnels 

/'•,,       M',.        —  i . 

Formons  l'équation  de  Laplace  à  laquelle  satisfont  ces  cosinus  di 
recteurs. 

Or  on  a 


du 
I  )<■  même 


0  i-. 


<)-'',         y    i  <>;,  û;. 

-. — r-  =  t ,  vin  -+-  a  -r-  =  o  -3 f-  />  -3-î  ■ 

w//  <A'  (Jr  de  Ou 


à'r. 


du 


Oy,  ,.  à- y-,    _       t):;         fût,, 

~a7  ~~  ■'  r'  '  "        ôuih-  ~  e  ~d~v  ~'  ~ôu~ 


(  )n  en  conclut  que  I  équation  cherchée  esl 


(,) 


du  àv 


i;    de    du  r,-.    On    àv 


(  l'est  l'équation  à  laquelle  satisfont  les  coordonnées  tangentielles  de 
>_..  Nous  allons  en  déduire  la  propriété  caractéristique  des  systèmes 
conjugués  qui  se  conservent  dans  la  déformation.  Soient  x,  3,  —  i  les 
cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la  surface  rapportée  à  son  système 
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conjugué;  formons  l'équation  de  Laplace  à  laquelle  satisfont  ces  coor- 
données; écrivons-la  sous  la  forme 

<)■<)     __  i    d\>  JO         i    dQ  <H> 
àudv  ~  V  ûv  dit  +  Q  dû  dû' 

Si  ce  système  se  conserve  dans  la  déformation,  <>n  pourra  poser 
("     ar4=-i'a,         y,  i}.         S,  =  Qq>f»i         »]«  =  ?/(«)■ 

Il  faudra  donc  que  l'on  puisse  déterminer  1rs  fonctions  f  el  s  de  telle 
sorte  que  l'on  ail 

(3)  i      K2+p2=P2/-(«)  +  Qa?2(p). 

Réciproquement,  celle  condition  est  suffisante.  Si  elle  est  remplie, 
les  formules  (  2  )  donneront  a?.,,  r,,  :4.  rl4. 

Remarque.  —    La  condition  (!)  peut  évidemment  être  remplacée 

par  la  suivante  : 

Soient  ./•,  r,  s  des  quantités  proportionnelles  aux  cosinus  directeurs 
de  la  normale  à  la  surface  rapportée  à  un  système  conjugué.  Formons 
réquai  ion 

d*o    _  i_  dP  de      £^<)i)      .,. 
,)»,),        P  ,;c  ,;„  +  Q  du  di-  + 

qui  admet  connue  solutions  ./•.  r,  s.  Pour  que  le  système  conjugué  se 
conserve  dans  [a  déformation,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  puisse  déter- 
miner /"et  çp  de  telle  sorte  que 

x2-hy-+  z2  =  P*/*(a)-i-QV(p)' 

On  déterminera  ensuite  a,  b,  e,f,  m,  n  par  les  équations 

<>  '  .  -r  àV;  r  Or,.,  r 

\    du  du  du 

(4)  ' 
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\  cause  de  la  relu  lion  ./■';  -\-y\  -f-  \\  -f-  ffi  =  i ,  on  aura  aussi 

I  cti. 
_  =  -a.*:,-  c/,  -  mrj„ 

f  ^  =  —  bxk—  fyK  —  n\k. 

Il  est  facile  de  voir  que  toutes  les  relations  qui  doivent  exister  en 
a.  h.  r.  /',  ///.  //  son!  vérifiées.  En  effet,  .e.  étant  solution  de  l'équa- 
tion (1  ),  on  aura 

()-r.  |     ()"■     ().r.  I      ih  ,,    i).r.4  ()l,  .         -r 

-. — r  -I-  —  -s ; 1 j—     r    =  a  -j — \-  bmi,. 

ouov        :,  o<>    On         v.   Ou    ov  dv 

D'autre  pari,  en  différentiant  la  première  des  équations  l  i  i, 

''•■'-.   _      o%        y    Oa 

donc,  on  a  bien 

On        , 
—  =  bm. 

en- 

On  vérifie  de  même  les  relations 

âb  Or        ,  <)f 

-r-  =  "  » .  -r  =  /  "' ■  -J-  =  e  fl- 

ou <J\'        •  ou 


En   égalant   les  deux  valeurs  de    ,    *    triées  de  (  i)  et  (  >),   el   en 
°  aupc  v 

tenant  compte  des  formules  qui  viennent  d'être  établies,  on  trouvera 

dm        On  ,  r 

■j 1-  j h  ab  -h  cf  =  o. 


Cela  posé,  la  résolution  du  système  (i)  (§  IV)  se  ramènera  à  une 
équation  de  Riccati,  puisqu'on  en  connaît  déjà  la  solution  particu- 
lière   '•,.    V;.    I,.};. 
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as      <)r     . 

sur- 


La  surface  S,  étanl  connue,  on  connaîtra  -^ ,  — ,  -£,  — .  La  s 

un     i)(i     ô\'     àv 

face  S,  se  déterminera  par  1rs  quadratures 


<^"        '  '  <->«       J  '  du  . 

routes  les  surfaces  S,  qu'on  peul  obtenir  ainsi  sont  égales. 

Nous  allons  former  l'équation  de  Laplace  à  laquelle  satisfont  les 
quantités  V  Y,  Z,  c'est-à-dire  les  cosinus  directeurs  de  la  normale 
à  S,.  En  différentianl  les  formules  qui  donnent  1rs  coordonnées  des 
arêtes  du  tétraèdre  A.BGD  (§  IX)  el  en  tenant  compte  des  équa- 
tions (i)(§  IV  ),  on  trouve 


dTc    ;    -«L2  +  «X„         °-    =    -aX2  +  eL„ 


(*3  I 


,,„        -«A  -mX2)        — '  =  -eL  -  mL2, 

Us  (j(i  21 

-^--        aL  +mX„         -~  =      aX  -t-mL.,, 
£       -/X-»Xn         £=-/L-*L.. 

Avec  les  formules  analogues  obtenues  en  remplaçant  X  et  L,  soit 
par  Y  et  N,  soit  par  Z  et  N.  On  en  déduit 

(?)      ;j^7  =/"'x1  +e«X2  +  (a/— èe)L  -+- arcL,  -  é/«L2. 
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delà  posé,  désignons  par  A,  !!.('.,  L)  les  déterminants 


(8)     A  = 


X 

dX 
du 

dX 


X 

(P  x 

dX 

dv 


C  = 


\ 

,)\ 

du 
à*X 
du  dv 


I) 


,)\ 


dX 

du 

dX 
dv 


où  nous  n'écrivons  qu'une  seule  colonne,  les  deux  autres  s  ru  dé- 
duisenl  en  remplaçant  X  soit  par  Y,  soit  par  Z.  En  tenant  compte  des 
relations  (6)  et  (7),  on  décomposera  ces  déterminants  en  d'autres 
qui  ont  été  calculés  (  formules  3,  £  1\  \.  On  trouve 


A  =  —  ab 


X 

X 

X 

X 

L2 

-  af 

L, 

+  c6 

x, 

-   "/ 

x, 

L, 

xa 

L, 

x2 

A, 

-  ôe);4Y]4, 

X 

X 

B  = 

=      bfm 

x, 

I-, 

+  /"'// 

x2 

L, 

1  X 

X 

+/»m|X1 

+  /'■// 

x2 

X, 

x, 

b(af-  be) 


■Aaf-be) 


X 

X 

X 

L 

+  ban 

L. 

—  b2m 

L2 

L, 

L, 

L, 

X 

X 

X 

L 

4-  /an 

L, 

—  fbm 

L2 

X, 

x2 

x2 

B  =  -(a/-fc)Ç4(i»Ç4  +  fca?4+/74)=-(«/-*«)^^! 


C  =  —  afin    L2 

X 
X 
X, 
X, 


e//n 


X 
L, 
X2 
X 
X, 
X, 


a(af  —  be) 


c(af  -  be  ) 


X 

X 

\ 

L2 

—  a2  n 

L2 

-h  a  h  m 

L2 

L 

L, 

L2 

X 

X 

x 

x, 

+  ean 

x, 

—  ebm 

x, 

L 

L, 

L2 

SU!     LA     DEFORMATION     DES     SURFACES. 
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<>l. 


C  (af    ■  be)r\k(axs  +  e/,  +  my],)  =  - (a/—  6e) Y],    ; 


du 


-    abfm 


affm 


D 


e6/« 


+  <//"' 


X 

^2 

L 

L, 

La 

L, 

—  ab  en 

•- 

-  ab(  af  -  be  ) 

L, 

—  ab  an 

L2 

-  ab  Inii 

L, 

L( 

L, 

L, 

L. 

T-. 

\, 

x. 

L 

L, 

L2 

L2 

—  af  en 

L2 

-  „J\  af  -  be  » 

l>, 

—  a/an 

L2 

+  a f  h  m 

L, 

xa 

V 

V 

x2 

X, 

X, 

V 

L 

L, 

L, 

x, 

+-  eb  en 

x, 

_i_  eb(af  —  be) 

\, 

-F-  eh  an 

V 

c/>  hni 

x, 

L, 

L, 

L, 

L, 

L, 

X, 

V 

L 

L, 

L2 

x, 

■   '■/'■" 

X, 

+  e/(a/-be) 

x, 

-+-  efan 

x, 

-  efbm 

x, 

x2 

v 

X, 

x2 

x2 

D=(a/—  lir  ï\/n/i.r.rri  +  (lli.i/l,--  -dbx\    ■    [af      !"•).  '',  Y,  -f-  ''//  r.  ;.,  -hf/tiv^  /,  t -t-  e/jj], 
D=(a/-  ic)[(«.rt  +  (7)  +  wrli  || A./.,  h    /Y.,  +  «?,)  -  i/uit/f,-.  \, 

L'équation  de  Laplace,  à  laquelle  satisfont  X,  Y,  Z.  étanl 


i  a/  -  èe  i(  ',"  '  '" 


il<'\  ienl 


d58     _  B   dO         C  de        D  f 

.'./  dv         \  du         \  dv         \ 


,  <P^_      _  J_  dr^    dO  2.  ^    dfi 

^"'  du  dv        ri%  dv   du        ik  Ou  de 


i    d;.    i    drii\r, 
mit  —  r  — :  -  -  — ♦    G. 
;v   d«  v.    c*C 


XVIII.  —  Systèmes  conjugués  qui  se  conservent  sur  une  infinité 
de  surfaces  applicables. 


Si  un  système  est  conjuguée  sur  plusieurs  déformées  d'une  surface, 
il  faut  qu'on  puisse  déterminer  de  plusieurs  manières  différentes  le 
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tétraèdre  ABCD  (§  IV)  correspondant  à  ce  système.  Supposons  qu'on 

puisse  le  faire  de  deux  manières.  Pour  la  deuxième  on  aura 

xA=-i<x,         yA  =  -i'p\         5i  =  Q?i(«0,         Y];=P/,(«). 
La  condition  (3)  du  paragraphe  précédent  donne 

PyV  »  +  Q2?2('')=  P2/U'i/)+  Qs?ï(r), 

P2  cps  —  <pî 


Q*      /ï  -/2 

ptnnt  lo  nrr 


P    . 

Le  rapport  -^  étant  le  produit  d'une  fonction  de  //  par  une  fonction 


de  1  .  on  aura 

jLïl  êL\  —  jLïl  ^2 
<;«  Vp  t)c  /  ~~  <?p\Q  <>" 

L'équation  (ï)  est  à  invariants  égaux. 
Réciproquement,  s'il  en  est  ainsi,  on  aura 

P  _  000 
Q  —  ♦(«)' 
On  pourra  alors  poser 

A  étant  une  constante  arbitraire.  Le  système  conjugué  se  conserve  sur 
une  inimité  de  surfaces  applicables  (M.  Cosserat,  Annales  de  Tou- 
lon s,  >  ). 

Supposons  l'équation  (1)  du  paragraphe  précédent  ramenée  à  la 
forme  canonique  de  INI.  Moutard 

/^  =  MÔ. 

on  av 

Soient  ;,  r\,  'Ç  les  solutions  qui  correspondent  à  a,  j3,  1  : 

£  q         i\  i\  —  ï"») 

a  =  -,         p  =  ï«        ou        »,  =  --,        yA= ——. 
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L  équation  à  laquelle  satisfont  y.  et  3  sera 

d*e   _  _  ^  <K  à*  _  i  <?ç  <?e 

àudv  '  Z  dv  du        idûàv' 

En  comparant  avec  l'équation  (i),  on  aura 

?,=  ^,  y,     -   ?(0 

.4  ç        J  rjj   — —  . 

La  condition  (3  )  devient 
0)  Ê2  +  V  +  C2  =/2(«)  +  9»(p). 

Cette  relation  caractérise  les  systèmes  conjugués  qui  se  conservent 
sur  une  inimité  de  surfaces  applicables. 

Les  diverses  surfaces  applicables  s'obtiennent  alors  en  remplaçant  f 
et  o  par/,  et  <p,,  t     •       / 

Ramenons  de  même  l'équation  (9)  à  sa  forme  canonique 

soient 

Ç,  =  PX,        /],  =  pY,        Çf  =  pZ 

les  solutions;  \,  Y,  Z  satisferont  à  l'équation 

lui  comparant  avec  L'équation  (9),  on  aura 
S   _  fOO  .     __  F(u) 

La  comparaison  des  deux  systèmes  de  valeurs  de  Ç4>  y,4  donne 
/F  =  ç$  =  const. 
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On  peul  prendre  la  constante  égale  à  L'unité.  On  a 

0  =  il 

On  aura  alors 

êî  +  iî  + £î=  p2(X2  +  Y2+  z2)  =  P»(ç;  +■  »];)  =  *»  +  F2, 

La  comparaison  des  coefficients  de  ô  donne  ensuite 

M'  à"?  I       Ô\;        I        ()',; 

p    WM  £/('  Ç;     W«     T),     Of 


En  effectuant  les  calculs,  on  trouve 
M ,  =  M . 

Les  équations  (1)  et  (9)  proviennent  d'une  même  équation  de 
M.  Moutard. 

On  arrive  donc  à  ce  résultat  : 

Si  une  équation  de  M.  Moutard  admet  trois  solutions  !;,  y],  Ç  liées 
par  la  relation 

elle  admet  une  infinité  de  systèmes  analogues. 

Considérons  le  cas  particulier  où  les  fonctions  /'et  <p  se  réduisent  à 
des  constantes;  dans  ce  cas,  \,  yj,  £  sont  les  cosinus  directeurs  d'une 
surface  à  courbure  totale  constante  rapportée  à  ses  asymptotiques  ;  il 
en  esi  de  même  de  £,,  yj,,  '(,.  Les  couples  de  surfaces  applicables  sont 
rapportés  à  un  système  de  géodésiques  conjuguées  (M.  Cosserat, 
innales  de  Toulouse). 

(  )n  peut  remarquer  que,  dans  ce  cas,  le  passage  de  \,  yj,  £  à  $,,  yj»,  w, 
donne  une  transformation  des  surfaces  à  courbure  totale  constante. 
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Si  l'on  poursuit  les  calculs,  onvoil  que  cette  transformation  n'estautre 
que  celle  qui  a  été  indiquée  par  M.  Lie. 

t. 
Dans  ce  cas  particulier,  le  rapport  -  esl  constant,  ci'  qui  revient  à 

dire  que  le  rapporl  des  puissances  des  foyers  G  et  D  (§  IV)  par  rapporl 
à  la  sphère  fondamentale  est  constant. 

Si  l'on  suppose  que  ce  rapporl  constant  esl  égal  à  l'unité,  <>n  obtient 
une  congruence  (  <  \  >  >  qui  jouil  des  propriétés  suivantes  : 

1"  Ses  foyers  sont  conjugués  par  rapporl  à  la  sphère  fondamen- 
tale. 

2°  Cette  congruence  est  une  congruence  cyclique  et  de  Ribaucour 
(pour  la  définition  de  ces  congruences  cycliques  et  de  Ribaucour,  voir 
Cosserat,  Annales  de  Toulouse}. 

•">"  Le  plan  central  de  celle  congruence  passe  par  le  centre  de  la 
sphère. 

Nous  reviendrons  sur  ces  congruences  spéciales  <  2e  Partie,  £  IV). 

XIX.  —  Cas  où  la  représentation  sphérique  est  une  surface  x. 

Dans  ce  cas,  la  surface  (  M  i  esl  applicable  sur  un  plan,  lui  effet,  on 
a  pour  le  ils-  de  celle  surface 

ds1  =  hr  dir  -f-  /-  iU- . 

La  condition  d'applicabilité  sur  le  plan  est 

à  /  1    01  \         à  !  1   ()//  \  _  dn        dm 

°  ~~  dit\Tt  dû)  +  di>\l  dv  I  ~  ou  +   dv  ' 

Il  résulte  de  là  que,  pour  qu'une  surface  ail  des  ligues  de  courbure 
et  soil  applicable  sur  un  plan,  il  faut  cl  il  suffit  que  la  représentation 
sphériq le  la  surface  soil  une  surface E. 

Nous  savons  que,  dans  ce  cas,  la  surface  (  \  )  enveloppe  des  plans 
normaux  à  (M)  a  des  lignes  de  courbure  (§  \\  ).  La  représentation 
sphérique  de  (N  )  est  une  autre  surface  I:  la  surface  (  \  )  est  analogue 
à  (M). 

On  pourra  continuer  ainsi,  l'enveloppe  des  plans  normaux  de  (N) 
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sera  encore  une  surface  applicable  ayant  des  lignes  de  courbure:  un 
pourra  continuer  jusqu'à  ce  qu'on  tombe  sur  une  surface  réduite  à  un 
point. 

On  peut  aussi  opérer  en  sens  inverse.  Le  plan  tangent  à  (M)  est 
orthogonal  à  une  série  de  surfaces.  Soit  (M,)  l'une  d'elles.  Le  plan 
normal  à  M , .  enveloppant  une  surface  qui  a  des  lignes  de  courbure  M, , 
e>i  applicable  sur  un  plan. 

La  détermination  de  l'une  de  ces  surfaces  exige  l'intégration  de 
l'équation  (7)(§  XII).  En  général,  on  ne  sail  pas  intégrer  cette  équa- 
tion; niais  on  peut  toujours,  à  l'aide  de  quadratures  seulement,  déter- 
miner une  infinité  de  ces  surfaces.  Il  suffit  de  partir  d'une  surface  — 
et  de  prendre  la  surface  orthogonale  à  ses  plans  tangents. 

Nous  savons  que  la  recherche  des  surfaces  qui  font  l'objet  de  ce  pa- 
ragraphe permet  de  déterminer  tous  les  couples  de  surfaces  applicable-, 
telles  que  le  système  conjugué  de  l'une  d'elles  se  projette  sur  un  plan 
fixe  suivant  un  système  orthogonal  1  §  XVI). 

XX.  —  Autre  cas  particulier. 

Considérons  d'une  manière  générale  une  surface  S  dans  l'espace  à 
quatre  dimensions.  Soient  M  un  point  de  celle  surface;  MT  l'une  de- 
tangentes  en  M  à  la  surface  Xn  V.  \:t.  \,  les  cosinus  directeurs  de 
cette  tangente,  cosinus  qui  sont  liés  par  la  relation 

xî  +  x;-i-x;-+-x;  =  i. 

A  cette  tangente  MT  nous  pouvons  faire  correspondre  le  point  t  de 
l'espace  non  euclidien  qui  a  pour  coordonnées  X,,  X,,  X3,  X4.  Il  est 
clair  que  quand  la  tangente  MT  tourne  autour  du  point  M,  le  point  / 
décrit  une  diuiie  m.  Cette  droite  m  sera  ce  que  nous  appellerons  la 
représentation  sphérique  du  point  M  de  la  surface  S.  A  la  surface  S 
correspond  un  ensemble  de  droites  <  m  1.  qui  tonnent  une  congruence; 
cette  congruence  esl  la  représentation  sphérique  de  la  surface  S. 

Soient  Z,.  /.,,  Z,.  Z;  les  coordonnées  de  M  exprimées  en  fonction 
de  deux  variables  u  et  v.  Supposons  que  ces  variables  soient  les  para- 
mètres du  système  conjugué  tracé  sur  |  S  ».  Soient  de  plus  MS  el  M  I 
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les  tangentes  conjuguées;  \,,  X.,  X..,,  X,  les  cosinus  de  MS;  Y,,  \2, 

ï  5,  Y t  ceux  de  \1T.  On  aura  dos  formules  de  la  forme 

dZ       ,  Y 
«  =  /Y 

,.,.,,  .  ,  .  ,()'-'/. 

(ou  nous  supprimons  les  indices);  Le  système  étant  conjugue,  .    . 
doit  être  linéaire  et  homogène  en  X,  *\  ;  il  en  sera  de  même  par  consé- 
quent de  -=-  et  de  -î—  •  11  en  résulte  que  les  points  s  et  /,  qui  correspon- 
1  av  ou  1 

dentaux  directions  MS,  MT,  sont  les  foyers  de  la  droite  (m).  Ainsi: 

Au  système  conjugue  de  S  correspondent  les  foyers  de  la  repré- 
sentation sphérique. 

On  peut  aller  plus  loin,  la  droite  MS  touche  une  seconde  surface 
en  un  point  X.  La  surface  N,  qui  se  déduh"  de  M  par  la  transformation 
de  Laplace,  est  rapportée  à  son  système  conjugué.  A  la  tangente  NS 
correspond  le  point  .s-  ;  il  en  résulte  que  la  représentation  sphérique 
de  N  esl  la  congruence  déduite  de  (m)  par  la  méthode  de  Laplace, 
cette  méthode  étant  appliquée  à  la  surface  (s).  Donc,  si  deux  sur- 
faces ont  même  représentation  sphérique,  il  en  est  de  même  de 
celles  qu'on  en  déduit  par  la  méthode  de  Laplace. 

L'angle  formé  par  les  tangentes  conjuguées  /l'une  surface  est 
égal  à  la  distance  |  non  euclidienne  )des  foyers  de  la  représentation 
sphérique. 

Il  résulte  d'ailleurs  de  tout  ce  qui  précède  : 

Si  la  surface  S  a  des  lignes  de  courbure,  sa  représentation  sphé- 
rique est  une  congruence  dont  les  foyers  sont  conjugués  par  rap- 
port à  la  quadratique  fondamentale . 

Si  la  surface  S  est  applicable  sur  un  plan,  sa  représentation 
sphérique  est  une  congruence  dont  les  plans  focaux  sont  conjugués 
par  rapport  à  la  quadratique  fondamentale. 

Journ.  de  Math.  (\'  sériel,  tome  II.  —  Fasc.  II,  189*5.  -| 
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Si  donc,  on  veut  chercher  les  surfaces  applicables  sur  un  plan  qui, 
parla  méthode  de  Laplace,  se  transforme  en  une  surface  analogue,  il 
suffit  de  chercher  les  congruences  AB  (§  IV),  qui  se  transforment, 
par  la  méthode  de  Laplace,  en  une  congruence  ayant  ses  plans  focaux 
conjugués  par  rapport  à  la  quadrique  fondamentale.  S'il  en  est  ainsi, 
le  système  conjugué  découpé  sur  Tune  des  focales  de  la  con- 
gruence  (AB)  est  formé  de  géodésiques  (non  euclidiennes). 

Si,  de  même,  on  veut  trouver  les  surfaces  qui  ont  des  lignes  de  cour- 
bure, et  cpii  se  transforment  en  surfaces  analogues  par  la  méthode  de 
Laplace,  il  suffit  de  trouver  les  congruences  (CD)  (§  IV),  qui  se 
transforment  en  congruences  ayant  leurs  foyers  conjugués  par  rap- 
port à  la  quadrique  fondamentale. 

Ces  deux  problèmes  sont  équivalents.  En  effet,  soient  F(,  F2  les 
foyers  de  la  congruence  (AB).  La  surface  focale  (F,)  est  la  polaire 
réciproque  de  la  surface  engendrée  par  C.  Les  tangentes  conjuguées 
découpées  par  les  développables  de  la  congruence  (AB)  sur  F,  ont 
pour  polaires  conjuguées  (en  intervertissant  les  variables)  les  tangentes 
conjuguées  découpées  sur  (C)  par  les  développables  de  la  con- 
gruence (CD). 

Si  donc  les  deux  congruences  formées  par  les  tangentes  conjuguées 
sur  F,  ont  leurs  plans  focaux  rectangulaires  (sens  non  euclidien),  de 
même,  les  congruences  formées  par  les  tangentes  aux  lignes  conju- 
guées de  (C)  auront  leurs  foyers  conjugués  par  rapport  à  la  sphère 
fondamentale. 

Nous  allons  traiter  le  second  problème.  La  tangente  à  la  courbe  de 
paramètre  v  tracée  sur  la  surface  (C)  passe  par  le  point  dont  les  coor- 
données sont  proportionnelles  à 

ax  ■+-  ey  ■+■  mr\  ; 

posons  alors 

a  =  pa,         e  =  p[3,         m  =  py, 

a,  [3,  y  étant  liés  par  la  relation 

*2  ■+"  ?2  +  YS  =  '  • 

Le  point  D'  (r/,,  i)'s,  r(3,  v;',),  qui  est  le  conjugué  de  e  sur  cette  tan- 
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gente,  a  pour  coordonnées 

Y]'  =  a.r  -(-  J3r  +-  yr\. 

Exprimons  (pic  1)   esl  Le  second  lover  de  la  congruence  (CD  ),  il 
l.ini  nue  -^-  ne  contienne  ni  x,  y,  n. 

<  )i-,  on  a 


<  >n  doit  donc  avoir 


Les  relations  (i),  en  tenant  compte  «les  relations 


O)  «fc  +  pz  +  Jï 


ov  dv       •' 


donnent 


En  choisissant  convenablement  la  variable  //.  on  peut  supposer 


On  a  alors 

a  =  a,  h  =  (3, 

puis 


,         i   d*  ,,        i  d'à 


La  relation  (  2  )  peut  alors  s'écrire 


al,  +  rf  4.  =0, 
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ce  qui  montre  que 

dn 

-y-   =  O. 
OU 


On  peut  distinguer  deux  cas  : 

i"  n  =  o,  c'est  un  cas  qui  a  élé  étudié  §  XVI  :  le  point  C  décrit  une 
•ourbe,  il  est  impossible  d'appliquer  la  méthode  de  Laplace  ; 
2°   En  choisissant  convenablement  la  variable  e,  on  peut  faire 


Posons  alors 

a  =  cosûcoss,  e  =  cos8sin<p,  w  =  sinO; 

puis  écrivons  que 

db  _  dj__ 

1)11  au 

(  )n  aura  les  deux  équations  aux  dérivées  partielles  qui  déterminent  6 
et  a>.  Une  solution  remarquable,  c'est  de  supposer  G  constant,  o  est  de 
la  forme  pu  ■+-  qv,  p  et  q  étant  constants.  Dans  ce  cas,  et  dans  ce  cas 
seulement,  les  deux  congruences  qui  se  déduisent  de  la  congruence 
((!D)  sont  des  congruences  de  normales. 

Cela  posé,  considérons  dans  l'espace  à  quatre  dimensions  une  sur- 
face (M)  jouissant  de  la  deuxième  propriété;  on  en  déduira  une  sur- 
face analogue  (M,),  par  la  méthode  de  Laplace.  A  cette  surface  M, 
correspond  une  enveloppée  (N,)  qui  jouit  de  la  première  propriété. 
On  en  déduit,  par  la  méthode  de  Laplace,  une  surface  analogue  N2  : 
prenons  la  surface  M2  orthogonale  aux  plans  tangents  de  N„,  elle  jouira 
de  la  seconde  propriété.  On  pourra  opérer  sur  M2  comme  sur  M,  et 
ainsi  de  suite. 

Considérons  le  couple  N,,  N2,  soient  S,  el  S2  les  projections  de  ces 
surfaces  dans  l'espace  à  trois  dimensions.  S,  et  S,  sont  les  focales 
d'une  congruence  \  les  lignes  conjuguées  tracées  par  les  développables 
sur  S,  et  S2  se  conservent  dans  la  déformation  de  ces  surfaces.  Nous 
obtenons  donc  une  solution  du  problème  suivant  : 

Trouver  une  congruence  telle  que  les  systèmes  conjugués,  dé- 
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coupés  par  les  développables  sur  les  focales,  su///  encore  conjugués 
sur  une  déformée,  de  chacune  de  ces  focales. 

La  solution  obtenue  est  telle  qu'on  peut,  par  quadrature,  en  dé- 
duire une  infinité  d'autres. 


XXI.   —  Troisième  cas  particulier. 

Cherchons  de  même  le  cas  où  une  surface  (  N  ),  applicable  sur  un 
plan,  se  transforme,  par  la  méthode  de  Laplace,  en  une  surface  |  \1 
qui  a  des  lignes  de  courbure.  Il  faut,  d'après  ce  qui  précède,  trouver 
les  consi'i-ueiices  (CD),  telles  que  celles  qu'on  eu  déduit  par  la  mé- 
thode de  Laplace  soient  des  congruences  de  normales  (sm>  non  eucli- 
dien ).  Il  tant  et  il  suffit  pour  cela  que  les  courbes  de  paramètre  v  tra- 
cées sur  la  surface  <  <  :  )  |  £  1\  )  soient  des  géodésiques,  c'est-à-dire  que 
les  quatre  points  dont  les  coordonnées  sont  proportionnelles  aux 
quantités 

r         d\  </'; 

1)11        ou-  J 

|  le  dernier  est  un  point  de  la  normale  à  c)  soient  dans  un  même  plan. 
<  >r,  on  a 

di 

j—  =  —  <//  —  ey  —  mr\, 

Ou  ' 

02i  ...  c  On  Or  dm 

-,—  —  —  (a-  -+-  i-  -\-  m-  ) z  —  ./■ y-, r\  -—  ■ 

Ou-  du        ■    Ou  '  Ou 

La  condition  cherchée  est  donc 


don 


(a1 


—   e       a 

o 

a        e 

/// 

=  o, 

Ou        Oe 

Ont 

Ou         Ou 

~ôu~ 

.,    dm 

i       Ou 

///  (a- h  / 

\     Ou 

de 

Ou 

ia  -+-  e2  = 

i,r-f 

»(p). 
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On  en  déduit,  en  [nouant  la  dérivée  par  rapport  à  v, 


dm    r„  J.J.,  «  -  dm  du 

-r-/2  +  mff  =ab-he/= = 1-- 

av  ■  J  J  •'  av        du 

_  dn 

dm     jr,  ff  du 

—  \  i  -f-  /-  -h  m  —èL=  =  ■ 

On  peut  alors  poser 


I  <M  -7-; — ^  <?e 


nt  =    ,  —  >         n  =  —  y  i  -h  / 

.     .     ,       ft    lin  *  d 


< >n  posera  alors 

a  =  mf{v)  sino,  p  =  /;//((■)  coso. 

(  )n  en  déduira  A  et  _/"  par  les  relations 

da  ,  de  .. 

—  =  /«/;,  —  =  m     . 

av  av 

Puis,  en  écrivant  que  les  relations 

db  df 

sont  satisfaites,  on  aura  les  deux  équations  aux  dérivées  partielles 
qui  donnent  0  et  o. 

Connue  dans  le  paragraphe  précédent,  on  peut  déduire  d'un  couple 
i  M  ).  i  N  )  une  infinité  de  couples  analogues. 
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XXII.  —  Sur  quelques  propriétés  générales  des  congruences. 

Nous  allons  indiquer  ici  quelques  propriétés  générales  des  con- 
gruences,  dont  quelques-unes  nous  semblent  nouvelles,  el  qui  nous 
seront  utiles  dans  la  suite. 

Considérons  d'abord  deux" surfaces  (A)  et  (B)  qui  se  correspon- 
dent par  parallélisme  des  plans  tangents.  Les  développables  engen- 
drées par  la  congruence  AB  découpent  sur  ces  surfaces  des  réseaux 
conjugués,  dont  les  tangentes  sont  parallèles.  Toutes  les  surfaces  (M), 
décrites  par  un  point  M  qui  partage  la  droite  AB  dans  un  rapport  con- 
stant, ont  lents  plans  tangents  parallèles  à  (A).  Si  doue  deux  points 
d'une  droite  d'une  congruence  décrivent  des  surfaces  dont  les  plans 
tangents  sont  parallèles,  les  développables  de  la  congruence  décou- 
pent sur  ces  surfaces  des  réseaux  conjugués.  Cette  propriété  est  bien 
connue. 

Inversement,  soit  (D)  une  congruence,  qui  découpe  sur  une  .sur- 
face (S)  un  réseau  conjugué,  il  y  aura  une  infinité  de  points  dr 
la  droite  D  qui  décrivent  des  surfaces  parallèles  d;  (S). 

En  effet,  soient  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  S  de  la  sur- 
face (S)  rapportée  à  un  système  conjugué,  a,  (3,  y  des  quantités  pro- 
portionnelles aux  cosinus  directeurs  de  la  droite  D.  Un  point  M  de  la 
droite  D  a  pour  coordonnées  X,  Y,  Z  : 

X  =  x  -+-  ap, 

d'où 

dX  d?  dr         dx 

du  du        '  du         du 

dX  d?  dt         dr 

av  </e        '  dv        ov 

Puisque  la  congruence  D  est  rapportée  à  ses  développables,  il  faut 
qu'on  puisse  eboisir  p  de  telle  sorte  que  y-  ne  contienne  que  a;  de 
même,  on  doit  pouvoir  eboisir  une  autre  valeur  de  p  telle  que  -7-  ne 
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contienne  que  a.  On  doit  donc  avoir  des  équations  de  la  forim 

di  d.r 

du        '   du 

à'J.  dr 

En  écrivant  qu'elles  sont  compatibles,  on  trouve 

<)'-■>  dp  dx.  !     d.r  \  dm 

'   du  de        û\-  du  \*  àv  àv 

_        i)-.r  dq  Ot  /     d.r  \  d/i 

*    i)u  ttt  Au     /)c  \t     An  '  I  '  Au 


En  remarquant  que  -. — r-  ne  contient  que  -3—  et  -5—5  on  conclut  : 
1  1       du  di%  1       de         dv 

/   s  d/n         du 

Remplaçons  a,  (3,  v  par  les  quantités  proportionnelles  c.  i\,  Z 

on  aura 

du  ~  8   du         {'"         0  du 

àX  q  àx         I  1    dO 

àv~b~(h~h\n~ïlh 

D'après  la  condition  (1),  on  peut  choisir  H  de  telle  sorte  que 
1   àd  1  â% 

On  aura  alors 

[**  =  P*. 

!  ''"      *a 
|^  =  o^. 

1  dr  -  de 

On  voit  alors  que  si  p  est  constant,  et  dans  ce  cas  seulement,  le  poinl 
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de  ta  droite  l>  qui  a  pour  coordonnées 

X  =  ce  +  p;.  Y  =  y  ■+-  pv\,         Z  =  z  ■+-  pÇ 

décril  une  surface  parallèle  à  (S). 
On  voit  facilement  que  : 

Si  I)  est  une  congruence,  S  un  réseau  conjugué  de  cette  con- 
gruence,  -  un  réseau  conjugué  parallèle  à  S.  les  droites  A,  menées 
parles  points  de  -  parallèles  à  D,  forment  une  congruence  rap- 
portée à  ses  développables. 

tir 

En  effet,  si x',  y",  z'  sont  les  coordonnées  de  S,    ;    est  proportionnel 

.   dx  ■      .   d\      1         .        dx'  ..  i.''-,.  1 

a  y-5  par  suite  a       >  de  même  -j-j-  est  proportionnel  a  y  •  On  a  donc 

dx'    p      d\  1)  r     .      ()i 

du  '  du  dv  v  '  dv 

Le  point  |  Y,  Y',  Z') 

\  '  =  x'  +  pH 

sera  foyer  si  p  =  —  P,   ou  p  =  —  Q, .  • 

Nous  indiquerons  encore  la  propriété  suivante  : 

Si  deux  congruences  ont  même  représentation  sphérique  de  leurs 
développables,  à  tout  réseau  conjugué  de  la  première  coiTespond 
un  réseau  parallèle  dans  la  deuxième. 

Soient  (A)  une  congruence  parallèle  à  la  congruence  D;  F^x^y^z,) 
l'un  des  foyers.  On  aura 

un 

dx,  ,r  ô\ 

dv  dv 

Ecrivons  cjue  ces  formules  sont  compatibles  et  remarquons  que 

/p       m    #1      ,    dP  d\        dQ  à\ 

>-/  c/«  t>r         de   du         dit    tfr 
Jour»,  de    Math.  (5'  série),  tome  II.  —  Fasc.  II,  1896.  2  1 
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<  )n  obtiendra,  entre  autres  relations,  la  suivante  : 

,.  dh  _  M 

<•    -'  dv  ~  du 

(  !ela  posé,  un  point  Mi  .  X.  \  .  X  )  de  la  droite  A  a  pour  coordonnées 
X  =  xt  +  PÇ, 


d'où 


i)\  v-  ,  dp  ,\  ,  i): 


Si  l'on  choisi l  o  de  telle  sorte  g 


dp 


ce  cpii  est  possible  à  cause  de  (3),  le  point  M  décrit  un  réseau  con- 
jugué  parallèle  à  S. 


XXIII.  —  Propriétés  des  congruences  A.B. 

La  congruence  AB  (  §  l\  )a  ses  plans  locaux  conjugués  par  rapport 
à  la  quadrique  fondamentale.  M.  Ribaucour  a  démontré  que,  dans 
ce  cas,  les développables  de  AB  découpent,  à  l'entrée  età  la  sortie,  un 
réseau  conjugué  sur  la  quadrique.  Il  est  facile  de  vérifier  ce  t'ait.  Les 
points  M,(X(X2XSX4),  M^Y.Y.Y^Y.  ).  où  la  droite  AB  coupe  la 
sphère,  ont  pour  coordonnées 

X  =  x  -+-  iy,  Y  =  x  —  iy. 

et  l'on  a 

à  ,         -v  <i     ,       .-. 

é)!X    dv  d\        du  J     d\ 

du  dv  a  -+-  ie        du  b  ■+■  if        dv 

à*Y  =  £{a-'e)  à_Y  +  t{b~if)  dY 
du  dv  a  —  ie       du  b  —  if       d\' 
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(les  deux  réseaux  conjugués  |  M,)  el  (M2)  sont  rectangulaires  (sens 
ordinaire). 

D'après  le  paragraphe  précédent,  il  y  aura  une  série  de  réseaux 
conjugués  parallèles  à  M,,  une  autre  série  parallèle  à  M.,;  ces  réseaux 
conjugués  sont  formés  de  lignes  de  courbure,  donc  : 

//  y  a  deux  séries  de  surfaces  qui  sont  découpées  suivant  leurs 
lignes  de  courbure  par  1rs  développables  de  AB. 

La  même  propriété  subsiste  pour  les  congruences  parallèles  à  AB. 

On  peut  construire  les  congruences  AB  de  la  façon  suivante.  On 
prendra  un  réseau  rectangulaire  M,  sur  la  sphère;  soit  S  une  surface 
dont  les  lignes  de  courhure  ont  pour  représentation  sphérique  VI,;  la 
congruence  formée  par  les  droites  qui  joignent  les  points  correspon- 
dants de  la  sphère  et  de  S  est  une  congruence  AB.  Si  l'on  ne  veut  pas 
mettre  en  évidence  les  développables  de  AB,  «m  pourra  dire  simple- 
ment :  on  établit  une  correspondance  par  parallélisme  des  [dans  tan- 
gents entre  une  surface  et  la  sphère.  Les  congruences  cherchées  sont 
formées  des  droites  qui  joignent  les  points  correspondants  des  deux 
surfaces. 

11  est  clair  que  toutes  les  congruences  dont  les  développables  dé- 
coupent sur  la  sphère  un  réseau  orthogonal  sont  des  congruences  AB. 

<  !ela  posé,  nous  allons  établir  la  propriété  suivante  : 

Si  une  surface  S  est  coupée  suivant  ses  lignes  de  courbure  pur  les 
développables  il' une  congruence,  celte  congruence  (D)  est  parallèle 
à  une  congruence  AB;  il  y  a,  par  conséquent,  deux  séries  de  sur- 
faces qui  jouissent  de  la  même  propriété  que  S. 

En  effet,  soit  M  le  réseau  orthogonal  de  la  sphère  fondamentale  qui 
est  la  représentation  sphérique  des  lignes  de  courbure  de  S;  A  la  con- 
gruence formée  par  les  parallèles  à  D;  celte  congruence  est  rapportée 
à  ses  développables;  c  est  une  congruence  AB,  ce  qui  démontre  le 
théorème. 

Considérons  d'une  manière  générale  une  congruence  parallèle  à  AB, 
soient  P  (x,  y,  z)  et  Q(xn  y{,  z,)  deux  points  qui  décrivent  des  lignes 
de  courbure  parallèles;  a,  p,  y  les  cosinus  directeurs  de  la  normale 
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aux  surfaces  (P)  et  (Q).  On  aura 

dx  r>  àz  t*.r,  D    à* 

du  t/i  du  au 

dx   _  T3'  d*  i>  '  i    _  r>'    à* 

<A  Ov  dv  '  ds' 

Ret  R'  sont  les  rayons  de  courbure  de  (P),  R,,  R',  ceux  de  (  Q  ).   Un 
point  de  la  droite  PQ  a  pour  coordonnées 

X  =  x  -t-  p(x,  —  a?); 
donc 

f  =  £(*.-*)  +  £[-R'  +  p(R'-Ri)]- 

Les  valeurs  de  p  correspondant  aux  foyers  F  et'F'  sonl 

_        R  _        R' 

>°  —  R-  R,  '         P  ~~  R'— r;  ' 

Les  coordonnées  de  ces  foyers  sont  alors 

X  =  x(l   —  p)  -r-  C.r,,'  X',   =./•(  I    —   Ç     )  —  Z  X,. 

Supposons  que  la  surface  P  soit  une  sphère  de  rayon  /,  on  aura 
R  =  R=-/,         ar» +ya  +  *s  =  P, 

'  ;i  +yy< -+- zz<  =  lP>      x\  +y\ + -;  = ,/J- 

/?  est  la  distance  du  plan  tangent  de  Q  à  l'origine,  d  la  distance  du 
point  Q  à  l'origine.  Ecrivons  que  les  deux  fojers  sont  conjugués  par 

rapport  à  la  sphère  P, 

PO  -  P)(i  -  ?')  +  'Mp('  -  ?')  +  P'O  -p)]  +  <P?r  -P  =  o 

ou 

Z-(pp'—  p  —  p')  4-  /p(p  4-  p'  —  2pp'  )  —  <l~  pp   =  o: 
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en  remplaçant  p  et  p'  par  leurs  valeurs 

,/J  -Z2-f-(R,  +  R'()(/>  -  /)  =  o. 

La  recherche  des  surfaces  £(§VI  )  revient  à  trouver  des  surfaces 
telles  que  l'on  ail 

il-  +-  i  +  (R  ■+  lî  )  (  p  —  i)  =  o. 


XXIV.  —  Congruences  cycliques. 

Prenons  une  congruence  parallèle  à  Al!  ;  soient  P  ci  Q  deux  points 
qui  décrivent  des  lignes  de  courbure  de  systèmes  distincts.  Les  tan- 
gentes de  courbure  correspondantes  se  rencontrent  en  \\  el  S.  Le  té- 
traèdre l'ORS  est  semblable  au  tétraèdre  ABCD  (§  IV).  Le  plan 
passant  par  US  et  le  milieu  de  PQ  est  perpendiculaire  à  l'<  h  Ce  plan 
touche  une  surface  en  un  point  O  où  se  rencontrent  les  normales  en  P 
et  Q  aux  surfaces  P,  Q.  La  sphère  de  centre  O  et  de  rayon  Ol\  enve- 
loppe les  surfaces  P  et  Q,  sur  lesquelles  les  lignes  de  courbure  se  cor- 
respondent; la  surface  des  centres  O  est  rapportée  à  un  cylindre  con- 
jugué dont  les  tangentes  sont  OR,  OS.  Enfin,  le  cercle  qui  passe  par 
P  et  Q  et  qui  a  pour  axe  RS  est  normal  à  une  série  de  surfaces  (  Dar- 
houx,  Leçons,  2e  Partie,  Liv.  IV,  Cbap.  I\   ). 

La  droite  RS  engendre  une  congruence  dont  les  loyers  sont  R  et  S. 
Cette  congruence  est  appelée  congruence  cyclique.  Cette  congruence 
est  parallèle  à  la  congruence  CD,  et  réciproquement,  toute  con- 
gruence parallèle  à  une  congruence  CD  est  une  congruence  cyclique. 

On  sait  que  les  coordonnées  x,  y,  z  du  point  O  et  le  rayon  R  de  la 
sphère  OP  (Darboux,  /oc.  cil.)  satisfont  à  une  équation  de  la  forme 


et  que  l'on  a 


Il  en  résulte  que  le  point   de  l'espace  à  quatre  dimensions,  qui  a 


J1L  =  p  El  +  o  *, 

du  dv            ou         v  dv  ' 

àa   à  •         dy  dy        Oz  Oz        0\\  OH 
du  dv        Ou  Or        Ou  dv        Ou    h 

=  o 
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pour  coordonnées  a ■.  y.  z.  i\[,  décrit  une  surface  rapportée  à  ses  Lignes 
de  courbure. 

La  surface  des  centres  est  la  projection,  dans  l'espace  à  trois  dimen- 
sions, d'une  surface  de  l'espace  à  quatre,  qui  admet  des  lignes  de 
courbure.  Les  lignes  conjuguées  sont  les  projections  des  lignes  de 
courbure. 

Dans  le  cas  d'exception  |  §  Mil ),  les  deux  nappes  P  et  Q  sont 
confondues,  la  sphère  mobile  est  osculatrice  à  une  surface.  L'un  «1rs 
systèmes  de  lignes  conjuguées  est  formé  de  géodésiques. 

Nous  allons  résoudre  divers  problèmes  : 

i"  I  n  système  conjugué  étant  donné,  reconnaître  si  ce  système 
est  le  système  conjugué  découpé  sur  la  surface  îles  centres  et,  dans 
ce  eus.  déterminer  les  sphères. 

L'équation  à  laquelle  satisfont  x,  y,  z  et  R  est  (§  XII) 


0'-t\ 

i 

Oh 

oo 

i 

dl 

i)d 

Ou  Ov 

— 

Ti 

dv 

du 

-+- 

7 

On 

dv 

Le  système  conjugué  étant  donné,  h  est  déterminé  à  une  fonction 

près  de  u,  I  de  c;  les  formules 

Ou  Ou  -  Ou  3 

d—=lr  &-l-n  -  -  lr 

donneront  ;,,  ;,,  ;.,  ;  yj,,  yj2j  r\3,  les  premières  sont  déterminées  à  un 
facteur  près  qui  est  fonction  de  //,  les  secondes  à  un  facteur  près  qui 
est  fonction  de  v.  On  aura  ensuite 


_  5-  _  P 


ç«  =  vi  — 57  —  Kl  —  5S,        »i«  =  vï  — TQ,— i;  — «jî; 

il  faudra  alors  qu'on  puisse  déterminer  les  facteurs  qui  entrent  da 
:  et  yj,  de  telle  sorte  que 
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Réciproquement,  cette  condition  est  suffisante.  Supposons-la  rem- 
plie, '•  vérifie  l'équation 


à2.r     àh  -,  àl  ait  r 

àudv        dv     '        du    ''         dv     ' 

d'autre  part,  on  a,  par  différentiation  directe, 


In) 


On  en  conclut 


à* 

dit 

X 

r 

àh        , 
<Tv+h 

dp 

;lut 

dv 

=  «Y],. 

le  même 

. 

d$s 

J7' 

=    ///,,. 

de 

=  "*"]:. 

-v-  =  m  ç 

OU 

,, 

àr,, 

du  : 

=  m£2, 

<'  ',  a 

TjTJ 

=  m%3 

dv 

+ 

r     #3 

C^v   = 
du 

On  aura  ensuite, 

^  ~  17  v'  ^     Çî  ~ 

On  aurait  de  même 


Il  n'est  pas  nécessaire  d'aller  plus  loin  :  la  congruence  engendrée  par 
CD,  C(£t,  ij2,  £3,  !j4),  D(y]t,  rj2,  y]3,  y]^)  a  ses  foyers  conjugués  par 
rapport  à  la  sphère  fondamentale. 

La  valeur  de  H  sera  ensuite  déterminée  par 

<n\  ,  -r         cm  ,  . 

du  dv  ' 

On  peut  alors  se  poser  la  question  suivante  : 

Un  système  conjugué  peut-il  cire,  de  plusieurs  manières,  la  pro- 
jection des  lignes  de  courbure  de  l'espace  à  quatre  dimensions. 
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11  faut  qu'on  puisse,  de  plusieurs  manières,  déterminer  les  facteurs 
arbitraires  qui  entrent  dans  :, .  :_..  çs;  i\„  y)2,  y\3. 

Donnons  d'abord  une  solution;  s'il  y  en  a  une  seconde,  on  aura 

f  étant  fonction  de  //.  o  fonction  de  c.  On  déduit 


Ecrivons  que  l'on  a 


on  trouve 


Si  la  relation  (i)  est  satisfaite,  le  problème  posé  admettra  deux 
solutions  en  général.  S'il  en  admet  plus  de  deux,  il  en  admettra  une 
infinité. 

S'il  y  a  deux  solutions,  cela  revient  à  dire  qu'il  y  a  deux  con- 
gruences  (  AB),  (A'B')  parallèles  entre  elles  et  ayant  leurs  plans  fo- 
caux conjugués  par  rapport  à  la  sphère.  La  congruence  AB  découpe  sur 
la  sphère  deux  systèmes  orthogonaux  M  et  M,,  la  congruence  A'  B' 
deux  autres  M'  et  M',.  Sur  toute  congruence  parallèle  à  AB  il  y  a 
quatre  séries  de  réseaux  conjugués  qui  sont  des  lignes  de  courbure  : 
les  représentations  sphériques  de  ces  lignes  de  courbure  sont  les  sys- 
tèmes M.  M,.  M  ,  M,. 

In  cas  particulier  où  l'équation  (i)  admet  une  infinité  de  solutions 
est  le  ras  où  çs  est  fonction  de  u.  rr<  fonction  de  v.  Le  système  t  i  ) 
(  ;;  l\  »  se  réduit 


dx  ».  d\ 

du  au 


=  —  x\ 


dy 


(h, 


de  '•  ,h 
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Les  points  A  et  C  se  déplacent  sur  une  droite  L,  les  points  lï  et  I) 
sur  sa  conjuguée  A.  On  voit  bien  géométriquement  qu'il  y  a  une  infi- 
nité de  congruences  analogues  à  AI!  et  parallèles  à  AI!,  il  suffit  de 
remplacer  L  et  A  par  deux,  droites  conjuguées  respectivement  paral- 
lèles à  L  et  A.  Les  systèmes  orthogonaux  découpés  par  ces  con- 
gruences sont  formés  de  petits  cercles. 

20  Le  système  conjugué,  tracé  sur  la  surface  des  centres,  peut-il 
être  conjugué  sur  une  déformée  de  celle  surface? 

Ln  se  servant  des  formules  (6)  (§  XVIT)  et  des  formules  (2)(§  IV) 
on  trouve  facilement  que  L,  M,  N  vérifient  l'équation 


duds 


i  d   ,  .   dH 

a  Y;  —  e.f;  c/e  v    J  au 


byk  —  fxk  du 

(il  est  inutile  de  calculer  H).  Appliquons  le  critérium  du  §  XVII. 
On  devra  avoir 

L2  -+-  M-  -+-  N-  =  (a  y,  -  exAyf-(u  )  +  (byt  -/./■,  ff  |  v  ). 

Par  un  choix  convenable  des  variables  u  et  c,  on  peut  réduire  les 
fonctions _/  et  <p  à  l'unité.  <  )n  tombe  alors  sur  la  condition 

''!  -+-7Î  =  (aY\  -  ex«)-  +  (i>y*  —/xa  >*■ 

Cette  relation  est  vérifiée  dans  le  cas  des  surfaces  1.  Cette  relation 
était  d'ailleurs  évidente  a  priori.  En  effet,  dans  ce  cas,  toutes  les  con- 
gruences parallèles  à  (AB)  sont  aussi  des  congruences  cycliques. 

Remarque.  —  Le  problème  traité  £  XX  donne  une  solution  parti- 
culière des  problèmes  suivants  : 

Trouver  les  congruences  cycliques  qui  se  transforment  en  con- 
gruences cycliques  par  l'application  de  la  méthode  de  Laplace; 

Trouver  les  congruences  parallèles  à  (AB  ),  qui  se  transforment 
en  congruences  analogues. 

Journ.  de  Math.  (3°  série),  tome  II.  —  Fasc    II,  i8yC.  ~t> 
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De  même,  le  problème  du  §  XXI  donne  une  solution  particulière  de 
la  question  suivante  : 

Trouver  les  congruences  cycliques  qui  se  transforment  en  con- 
gruences parallèles  à  (AB). 


DEUXIÈME  PARTIE. 

TRANSFORMATION     PAR    ORTHOGONAL1TÉ    DES    ÉLÉMENTS    ('). 


I.  —  Formules  de  la  transformation. 

Considérons  une  surface  S  rapportée  à  ses  asymptotiques.  Les 
coordonnées  x,  y,  :  d'un  point  de  cette  surface  seront  données  par  les 
formules 

dx  ■   Ék  _  r  tl 

\  Ou  ~~  '  Ou        ^  Ou 

j  dx        _      <K         y  0,, 

avec  les  formules  analogues  pour  j  et  :;  :,  rj,  'Ç  étant  solutions  de 
l'équation 

au  av 

que  nous  appellerons  Yéquatioii  de  M.  Moutard,  relative  aux  asym- 
ptotiques  de  S. 

Soil  maintenant  une  surface  quelconque  2,  (X,  \  ,  Z)  les  coordon- 

(')  Certains  résultats  indiqués  dans  cette  Partie  étaient  déjà  connus  au  mo- 
ment où  ce  Mémoire  a  été  rédigé.  (Voir  à  ce  sujet  le  lV'*\olume  du  cours  de 
M.  Darboux,  en  particulier  le  Chapitre  relatif  à  la  théorie  des  douze  surfaces.  ) 
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nées  d'un  de  ces  points.  On  pourra  poser 

Tu  =KTu^  T+L- 

dv  du  av 

Ecrivons  que  S  et  I  se  correspondent  par  ortho^onalité  des  élé- 
ments, 

V1  'àx  i)\  yçi  à  r  <)\  ^  dx  dX        (),v  dX 

-à  Tu  du  -  °'        2d  T>  Tv  —  °'        2à  Tu  T  +  T  Tu  =  °" 

On  aura 

B  =  o,         A,  =  0,         A  -1-  B,  =  o. 

Ecrivons  que  les  formules  simplifiées 

dX  .    d%  ny 

<7«  c>« 


On 


dr  <V 


^-^r  ^-r-r  +  ^-^  +  U  MA  -+-  3- 


j-  C,  —  3-  -r-  +  $  (  ~  —  MA 
On  devra  donc  avoir 


et 


Posons  alors 


r  _        (1\  r    _  d\ 

Ç  h_  MA  =  Ci  -  MA. 


du  dv 


La  dernière  condition  donne 
dn 


-MX. 

ou  df 
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Donc,  toutes  les  surfaces  cherchées  1  sonl  données  par  les  formules 


(3) 


où  X  est  une  solution  quelconque  de  l'équation  (2). 

La  surface  S  est  rapportée  à  un  système  conjugué  à  invariants  égaux 
(Ribaucour),  car  on  a 


ox 

Ou 

y  01        -K  0- 
Ou            Ou 

OX 

Ov  ~ 

lOl      .  01 

0*.'            Ov 

d2X 

_  1  01  OX        1  01  ox 
X  Ov  Ou         X  Ou  Oï 

Ou  dv 

Enfin  les  deux  surfaces  applicables  A  (xty,  :t  ),  A'(.v.,y2z2 )  ont  pour 
coordonnées  (  M.  Moutard  ) 

./-,  =  ./■  -+-  X,         x2  =  x  —  X. 

Réciproquement,  de  deux  surfaces  applicables  (A),  (A'),  on  déduira 
un  couple  analogue  à  S  et  2.  (Nous  laissons  de  côté  le  cas  où  les  deux 
surfaces  applicables  sont  réglées.) 

Si  X  n'est  pas  linéairement  indépendant  de  ij,  yj,  Z,  la  surface  I!  se 
réduit  à  un  plan;  les  deux  couples  de  surfaces  sont  égales. 

On  a  donc  les  conclusions  suivantes  : 

1"  La  recherche  des  surfaces  qui  correspondent  par  orthogona- 
lité  des  éléments  à  une  surf  arc  donnée  S  revient  à  l'intégration  de 
l'équation  de  M.  Moutard  relative  aux  asymptoliques  de  S. 

20  Aux  asymptoliques  de  D  correspond  un  réseau  conjugué  à  inva- 
riants égaux  sur  £  et,  inversement,  à  un  tel  réseau  correspondent  les 
asympto tiques  d'une  surface  S.  Donc  : 

La  résolution  de  l'équation  de  M.  .Moutard  permet  de  trouver 
tous  les  réseaux  conjugués  à  invariants  égaux  de  S. 

Pour  les  avoir  effectivement,  il  faudra  intégrer  en  outre  l'équation 
différentielle  des  asymptoliques  de  X. 
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3°  La  recherche  d'un  couple  de  sur/ares  applicables  est  iden- 
tique à  la  recherche  de  quatre  solutions  d'une  même  équation  de 

M.  Mot/lard. 

II.  —  Les  congruences  de  M.  Ribaucour. 

Menons  par  chaque  point  deSune  parallèle  à  la  normale  correspon- 
dante de  S,  on  obtient  une  congruence  <  >  dont  1  est  la  surface  mo\  enne. 
Les  foyers  F,,  F2  de  cette  congruence  ont  pour  coordonnées  : 


F, 

X,  =  X  -f-  XÇ, 

Y,  =  Y  +  Xtj, 

Z,  =  Z  -+-  X'C 

P3 

X2  =  X-X£, 

Y2=  Y-Xy), 

Z2  =  z  -  xc 

On  obtient  ainsi  tontes  1rs  congruences  dont  les  développables  dé- 
coupent un  réseau  conjugué  sur  la  surface  moyenne. 

On  peut  en  déduire  une  congruence  analogue.  Appliquons  la  trans- 
formation de  M.  Moutard  à  l'équation  (2)  en  prenant  comme  trans- 
formante la  fonction  X;  £,  y;,  Ç  seront  remplacés  par  £',  r/,  £',  <•!  l'on 
aura 

(*;(xs)--^+x^, 

d'où 

y,  _    X  ,_  Y  ., .  _    Z 

Ç  —  X  '  r*  ~  X  '  s  —  X  ' 

L'équation  transformée  admet  pour  solution 


Aux  quatre  solutions  £',  r/,  Ç',  X'  correspond  une  surface  £'  ;  les  coor- 
données X',  Y  ,  Z'  de  2/  sont 


X'=£,         Y'=?,         Z'=f 
/  X  x 

La  surface  2'  est  rapportée  à  un  système  conjugué  à   invariants 
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égaux;  ses  tangentes  conjuguées  sont  parallèles  à  celles  de  2.  On  ob- 
tiendra  une  congruence  G'  analogue  à  G,  avant  pour  surface 
moyenne  S',  les  cosinus  directeurs  des  droites  de  la  congruence  étant 

G'  est  la  congruence  conjuguée  de  G;  2'  la  surface  conjuguée  deX. 

Ces  deux  congruences  sont  telles  que  la  droite  qui  joint  l'origine 
au  point  central  de  Tune  est  parallèle  à  la  génératrice  correspondante 
de  l'autre. 

Les  foyers  de  la  congruence  C  ont  pour  coordonnées 

*.  -  i  +  r- 

\  I         ^ 

-     '  À         À'-' 

Les  quatre  quantités  \,  /],  Ç,  A  sont  les  coordonnées  homogènes  de 
la  surface  S'. 


III.  —  Les  congruences  à  lignes  asymptotiques  correspondantes. 

Prenons  la  surface  S  du  paragraphe  (I),  qui  est  définie  par  les  for- 
mules 

I  dx  _  <K  _  -  <h. 

\  <)a  '  du  du' 

»  '  ) 

I  dx  dX,       y  ài\ 

f  zr  =  —  rl~r  -+-  <=  T"* 

Menons  par  chaque  point  M  de  cette  surface  la  droite  D,  dont  les 
cosinus  directeurs  sont  proportionnels  aux  quantités 

;  ,  ï,  ,  Ç'  étant  les  quantités  introduites  dans  le  paragraphe  précédent. 
Et  considérons  le  point  M'(a?',  y'.  :' )  ayant  les  coordonnées 

x'=  x  +  TiC  —  'Cr,'. 
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Ce  point  décrit  une  surface  S';  on  aura  alors 

dl,'  y  dr,'  y,  dr,  ,  dt, 

Va ^i — •-  £  i V  ~r 

'  du  du  du  '   du 


àx' 

du    ~ 

<K           y  Or, 

"Il <*  T" 

'  ou            du 

dx' 

01       -,  dn 

1  Je            di~ 

dXJ         ydt\'         Yl  dr,  ,  dl 

1  de  di-  av         '   ov 

En  tenantfcompte  des  relations  (i)  du  paragraphe  précédent,  on  a 

(  dec'  i  dV       y,  dt\' 

,     s  \  ~du   ~        ^  àu~  ~  ^  dû  ' 

('-) 

I  dx'  ,  dV        y,  dr,1 

La  surface  S'  est  rapportée  à  ses  asympto tiques  ;  les  cosinus  direc- 
teurs de  S  sont  proportionnels  à  H,  Y],  '(;  ceux  de  S'  à  £',  r\',  u';  la 
droite  MM' engendre  donc  une  congruence  ayant  pour  focales  S  et  S'; 
les  lignes  asymptotiques  se  correspondent  sur  les  'deux  surfaces  fo- 
cales. On  obtient  ainsi  toutes  les  congruences  «pii  jouissenl  de  celle 
propriété  (C.  Guichard,  Comptes  rendus;  i^|)o). 

Les  projections  de  MM'  sur  les  axes  de  coordonnées  sont 

yj;  —  Çtj  ,         w  -  K  ,         ÇT)  —  ïjç  • 
<  )n  a  donc 

MM72  =  (^+Y]!!+e)(^  +  vi'2  +  C2)-(E'+viv]'+^')2 
=  ?2p'2  sin2cp, 

et  -p  étant  l'angle  des  plans   focaux.  Si  R,  et  R2  sont  les  rayons  de 
courbure  de  S,  R',  R'_,  ceux  de  S',  on  a 


P2  =  v'-R,R2,      P'2=s/-r;r2. 

La  relation  peut  donc  s'écrire 

(3)  \l\r''=  R,R2R;R2sin'?. 
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La  surface  S'  correspond  par  orthogonalité  des  éléments  à  la  sur- 
face L';  on  a  donc  un  second  couple  de  surfaces  applicables  (B),  (B') 
ayanl  pour  coordonnées 

(  li  )  x\  =  ./■'  +-  Y. 

(B)  x[,  =  x'-\'. 

<  !e  double  couple  de  surfaces  applicables  a  été  signalé  par  M.  Ribau- 
cour  (Mémoire  sur  les  Élassoldes  I. 

Des  formules  rpii  oui  été  étabhes,  on  déduit 

ÂA'2  =  4 (Xs ■+-  Y*  -+-  Z2)  =  4  r- (£'2  +  Yi'2  -+-  C )  =  1  a2 p'2, 
BB'2  =4(X'»-i-Y'»  +  Z'»)=^(Ç*  +  ïi,  +  Ç*)  =  ^- 
On  eu  déduit  donc 


A  V  xBB'   =  i6p2?'2  =  i(5sR1R.,R'lUJ. 

Le  manque  d'homogénéité  de  cette  formule  n'étonnera  pas  si  l'on 
remarque  qu'on  peut  remplacer  le  couple  (A)(A')  par  un  couple 
(A,)(A'()  pourvu  que  A,  et  A'(  soient  symétriques  par  rapport  au 
milieu  de  A  A'  et  que  A,  divise  AA'dans  un  rapport  constant.  Userait 
plus  logique  de  dire  que  le  rapport 

ÂÂ'*"x  BB'! 


y/R.RjR'.R', 


reste  fixe  quand  on  se  déplace  sur  les  deux  couples  de  surfaces  appli- 
cables. 


IV.  —  Cas  où  la  congruence  précédente  est  une  congruence 
de  normales. 

Dans  ce  cas  particulier,  les  droites  de  la  congruence  sont  normales 
à  des  surfaces  de  M.  Weingarten  (Ribaucour);  les  deux  surfaces  (d- 
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cales  S  et  S  sont  applicables  sur  des  surfaces  de  révolution.  Pour  qu'il 
en  soit  ainsi,  il  faut 

ou 

;X  +  r]Y  -+-  £Z  —  o, 

le  plan  central  de  la  congruence  '■  passe  par  un  point  fixe.  Donc  : 

La  recherche  des  surfaces  de  M.  Weingarien  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  la  déformation  des  surfaces  de  révolution,  est  identique 
à  la  recherche  des  congruences  de  Ribaucour  dont  le  plan  central 
passe  pue  un  point  fixe. 

Dans  ce  cas  particulier,  la  relation  (  3  )  du  paragraphe  précédent 
devient 

relation  établie  dans  ce  cas  par  Halphen. 

Il  est  évident  que,  l'enveloppée  moyenne  se  réduisant  à  un  point,  les 
développables  correspondent  à  un  système  conjugué  sur  celle  enve- 
loppée, donc  ~k  doit  être  une  fonction  de  p  (C.  Guiciiard,  Comptes 
rendus,  181)1  ),  mais  celte  condition,  qui  est  nécessaire,  n'est  pas  suf- 
fisante. 

Nous  allons  donner  quelques  exemples  : 

i"  Si  les  surfaces  focales  sont  des  courbes,  la  congruence  estime 
congruence  de  Ribaucour.  Pour  que  le  plan  central  passe  par  l'origine, 
il  faut  et  il  suffit  que  ces  deux  courbes  soient  placées  sur  une  même 
sphère  ayant  son  centre  à  l'origine.  En  poursuivant  les  calculs  on 
trouve  la  nouvelle  classe  de  surfaces  découvertes  par  M.  Weingarien; 
S  et  S'  sont  alors  applicables  sur  un  paraboloïde  de  révolution. 

2"  Cherchons  les  congruences  satisfaisantes  lorsque  la  surface  S  est 
à  courbure  totale  constante,  ij,  Y],  '(  seront  ici  a,,  (3,  y,  (les  formules  et 
les  notations  employées  sont  celles  du  Mémoire  de  M.  Guichard, 
Recherches  sur  les  surfaces  à  courbure  totale  constante,  p.  23y). 

Puisque  le  plan  central  passe  à  l'origine,  on  a 

.X.  —  pa.  -+-  qx2,  Y  =/j(3  -+-  q$.,,  Z  =  py  -+-  qy2; 

Journ.  de  Math.  (5-  série),  tome  II.  —  Fasc.  II,  i8y6.  27 
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on  en  déduit 

£=«fê-»£)--«.<-»>-<-.@-'-'£> 

D'autre  part,  on  doit  avoir 

'      =  a,  3-   -  -  /.  --  =a,  ,     -h  Àsinq>a+ Acos3»aa, 

du  du  du  du  ' 

dX  d\        -  (h{  <)'     ,    - 

Tu      -a<^  +  X^=-a'^  +  Aa- 
En  identifiant,  on  aura  : 

dp       -     ■  <»  •  <>'/ 

^-=Asin<p,  -  =  nsin3  +  oco8?,         -rf-  =  Acos©, 

j«  du       '         '        '         •  </«  ' 

dp  <h  dï.  -<        „  à?        àq 

Cola  pose,  les  foyers  F,,  F2  ont  pour  coordonnées 

F„         X,  =  X  +  Xall         Y,=  Y-w,3,.         Z,  =  Z  + >.-;,. 
p2)         X,  =  X-Xa„         Y2  =  Y-Ap2,         Z,  =  Z->,7,. 

Formons  la  quantité 

A  =  X,X2  +  Y,Y,+  ZtZ,=pi-hg2—  X2. 

Les  formules  écrites  plus  haut  donnent   ,--  =  o,  -,-  =  o.  Nous  distin- 

1  du  Jr 

encrons  deux  cas  : 

i°  ô  =  o. 

<  >n  a  alors 

K    -I-  /)    —  •,     — ^ —   -    -, ,       —  i  • 
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La  seconde  surface  S'  est  aussi  à  courbure  totale  constante.  La  con- 
gruence  (S,  S')  est  formée  de  normales  à  une  surface  dont  la  diffé- 
rence des  rayons  de  courbure  est  constante. 

2°  0  =  const. 

Les  foyers  F,,  Fa  sont  conjugués  par  rapport  à  une  sphère  fixe.  On 
obtient  ainsi  la  congruence  particulière  signalée  à  la  fin  du  §  XVIII, 
I""  Partie.  La  surface  S'  est  celle  qui  est  indiquée  dans  l'Ouvrage  de 
M.  Darboux(IIe  Partie,  n°  782). 


V.  —  L'équation  aux  dérivées  partielles  à  laquelle  satisfont 
les  coordonnées  des  surfaces  applicables. 


M, 


Les  quatre  quantités  ç,  y],  Ç,  ^  satisfont  à  une  équation  de  la  forme 

de 


A  ri  +  C,- 


au  ai1 


F 


m  peut  prendre  pour  A,  G,  I),  E,  F  les  valeurs  suivantes  : 


dn 

<H 

à*!, 

àv* 

du* 

du* 

à\ 

iï 

à--\ 

du 

c  = 

du 

D  = 

àv* 

dl 

d\ 

dl 

de 

àv 

àv 

l 

l 

à*\ 

d'-\ 

du* 

du2 

d*\ 

E=- 

d'-\ 
àv1 
dl 
du 

F  = 

> 

dv* 

El 
du 

à'i. 

l 

dv 

Dans  les  déterminants  A,  C,  D,  E,  F,  nous  n'écrivons  que  la  première 
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colonne;  les  autres  s'en  déduisent  en  remplaçant  ;  par  yj  ou  par  'i.  ou 
par  X.  En  tenant  compte  de  l'équation  (2)  (§  I)  et  de  celles  qui  s'en 
déduisent  par  dérivation,  on  voit  que 


du 

dC 

dv    ~ 

F. 

Cela  posé,  des  formules 

à.v 

du  ~ 

r'du         ^du' 

dX 
~d~7i  ~ 

'  du             du 

dx 

Tv  ~ 

»  ^  _l.  r  *> 

dX 
àv   " 

y  d\         -    d\ 
Je             Je 

on  déduit 

à-.r 

^àu*        "'du*-' 

d*X 

du-  ~ 

rrf!À      -  j2S 

'du2           '  du} 

d'-Z,        Yd«-T, 
r>  dv*  +  *  dT*  ' 

d'-X 

~dv*   ~ 

r  d-  X          -,   J2  $ 

-Ç-T-,    +V1 

ai'2            Ji>2 

On  voit  facilement  alors  que  j\  y,  z,  X,  Y,  Z  sont  solutions  de  l'équa- 
tion 

.    J2<p  .,  d2'o  JA   d-a  dC  do 

(2)  Aji-C-r-; r-  -j*  -+-  -r-  -^  =  O. 

Ju-  JVS  J«  J«  Je    Je 

Il  en  est  de  même  évidemment  des  coordonnées  x{  y{  z,,  x3  yiz3  du 
couple  (A),  (A')  de  surfaces  applicables. 

L'équation  différentielle  des  caractéristiques  de  cette  équation  est 

Cdu-  —  A  dv"  =  o. 

L'est  l'équation  du  système  conjugué  commun  aux  deux  surfaces  ap- 
plicables; c'est  aussi  celle  qui  donne  le  système  conjugué  commun  aux 
deux  surfaces  qui  se  correspondent  par  orthogonalité  des  éléments. 
Sur  la  surface  il,  les  tangentes  à  ce  système  conjugué  forment  une 
division  harmonique,  avec  les  tangentes  aux  courbes  de  coordonnées, 
qui  forment  un  système  à  invariants  égaux. 

D'une  manière  générale,  nous  dirons  que  deux  systèmes  conjugués 
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(jiii  se  trouvent  dans  la  relation  qui  vient  d'être  indiquée  sont  harmo- 
niques. Il  est  clair  que  tout  système  conjugué  a  un  harmonique  et  un 
seul.  D'après  cela  : 

La  propriété  caractéristique  des  systèmes  conjugués  qui  se  con- 
servent (huis  la  transformation  par  orthogonalité  des  éléments  est 
d'avoir  pour  harmonique  un  système  à  invariants  égaux. 

On  pont  allor  plus  loin.  L'équation 

( .  <fu2      A  <h-  =  o 

est  celle  qui  donne  les  asymplotiques  de  la  surface  1'.  Ainsi  : 

l.o  système  conjugué  commun  au  couple  A,  A'  ou  au  couple  S,  I 
correspond  aux  asymptotiques  de  S'. 

Cette  surface  I  sera  appelée  la  représentante  du  couple  de  sur- 
faces applicables  AA  . 

VI.  —  Propriétés  de  ces  systèmes  conjugués. 

Les  deux  surfaces!?  et  Sont  leurs  plans  tangents  parallèles;  aux 
lignes  asymptotiques  de  l'une  correspond  un  système  conjugué  de 
l'autre.  Il  en  résulte  qu'en  chaque  point  la  tangente  à  l'une  des  lignes 
asymptotiques  est  parallèle  à  la  tangente  à  la  ligne  conjuguée  qui  ap- 
partient à  l'autre  système.  Enfin  ces  systèmes  conjugués  sont  à  inva- 
riants égaux  en  coordonnées  tangentielles. 

Prenons  une  surface  S  rapportée  à  ses  asymptotiques  :  soient  x,  v. 
z  les  coordonnées  d'un  point  M  de  celle  surface,  M  T.  \IS  les  drux 
tangentes  asymptotiques.  On  aura 


d*x 

dx 

P 

dx 

du1 

—  a 

Tu 

-+- 

Tv 

à2  .r 

dx 

P, 

dx 

Ji2 

==  ai 

Tu 

-i- 

T 

(l) 

avec  les  formules  analogues  pour  y  et  z.  Il  existe  des  relations  entre 
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[3,  a,.  3,.  enlre  autres  la  suivante  : 

dv  ~  du' 

M;ii>  nous  n'aurons  pas  à  nous  en  servir.  Désignons  par  X,.  ^  ,.  Z,, 
I.,.  M  , .  N,  les  coordonnées  de  la  tangente  MT;  X2,  Ya,Z2,  L2,  Mï?  N> 
ccllrs  de  MS.  Nous  poserons 

'du  •     du  du 

a\^c  les  formules  analogues  pour  les  quantités  ^  .  Z,  M.  \.  On  aura, 
en  tenant  compte  des  équations  l  i  >. 

I  ,,v    -  y.\t  -3V.         -^  -  «L.+PL,, 

I    du  '  du  ' 

l  "') 

f     ,  "----  aA^  3.V,         -,  -  =  a,L,  -+-  3,  L... 
[    dv  r  c*'' 

Déterminons  deux  surfaces  I,,  I,  par  les  formules 

En  écrivant  que  ces  équations  sont  compatibles,  on  trouve 
U 


1-  <7  a  —  py.t. 


Les  six  quantités  ./-,  v,  3,.  j^v,:,  satisfont  à  l'équation 

r;!0     _   p^  <?0  a,/>  <J0 

daeto  /?    du  ~T~    q     dv 
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Les  surfaces  S,,  — ._,  sont  rapportées  à  un  système  conjugué  commun; 
elles  se  correspondent  en  outre  par  orthogonalité  des  éléments.  Il  ré- 
sulte, de  ce  qui  a  été  «lit  plus  haut,  qu'on  obtient  ainsi  toutes  les  sur- 
faces cherchées. 

Au  lieu  (li-  résoudre  le  système  (  3  ),  on  peut  opérer  ainsi  :  soient  ç, 
rr  Ç  les  solutions  de  l'équation  de  M.  Moutard  relative  à  la  surface  S; 
la  surface  -,  étant  parallèle  à  la  surface  S,  ses  coordonnées  tangen- 
tielles  seront  H,  yj,  Ç,  X;  "a  étant  mu"  quatrième  solution  de  l'équation 

i        ai       11  i  il         àXi      tir. 

de   M.  Moutard.   /.  l'tanl   connu,  on  pourra  calculer    ,    •    ,    •  ce  qui 

1  oc       dti  ' 

donnera  p  el  q.  La  seconde  surface  Z2  se  déterminera  ensuite  à  l'aide 
de  quadratures.  11  en  résulte  que  tout  système  conjugué  à  invariants 
égaux  tangentiels  se  conserve  sur  une  surface  qui  correspond  par  or- 
thogonalité des  éléments.  1  Jonc  : 

La  propriété  caractéristique  des  systèmes  conjugués,  communs  à 
deux  surfaces  quise  correspondent  par  orthogonalité  des  éléments, 
c'est  d'être  à  invariants  égaux  tangentiels. 

Tout  système  à  invariants  égaux  ponctuels  admet  pour  harmo- 
nique un  système  à  invariants  égaux  tangentiels,  et  inversement. 

Si  an  système  conjugué  est  à  invariants  égaux  en  tangentielle 
et  en  ponctuelle,  il  en  est  de  même  de  son  harmonique. 

Nous  allons  déterminer  ces  derniers  systèmes.  Prenons  sur  une  sur- 
face Z(X,  Y,  Z)  un  système  à  invariants  égaux  (en  ponctuelle),  les 
coordonnées  vérifient  l'équation  (2).  Si,  d'autre  part,  ce  système  est 
à  invariants  égaux  (en  tangentielle  >,  il  sera  possible  Je  déterminer  des 
coordonnées  .</',  r',  z',  telles  que  l'on  ait 


du 

d\ 

Je 

d'où  Ion  déduit 


e-\         djr'dX  _      àj\     ,     dq  d\ 
'    dv'  dv   ôv         •*   du3         du    du 
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En  identifiant  avec  l'équation  (2),  on  trouve 

dq  dp 

q   _  du    p  _  ôv 

Â  ~        ~âK  ~  C  ~~  ~àC' 

du  dv 
On  en  déduit  d'abord 

-  ;  >  Ag  =  <D(v),       /'<---/(  «); 

de  plus,  on  doit  avoir 

Ap  =  Cy  =  '1/ 

et,  par  conséquent,  ''ii  tenant  compte  des  relations  i  3  ), 

Le  rapport  '-.  est  alors  le  produit  d'une  fonction  de  //  par  une  fonc- 
tion de  p.  On  peut,  en  supposant  choisies  convenablement  les  variables 

11  el  c,  dire  que  la  condition  cherchée  est 

A  =  C. 

Examinons  maintenant  les  divers  cas  particuliers  qui  se  présentent 
naturellement  : 

i°  Si  la  surface  représentante  est  une  sphère,  le  système  conjugué 
commun  aux  deux  surfaces  qui  se  correspondent  par  orthogonalité  des 
éléments  est  formé  de  lignes  de  longueur  nulle.  Les  deux  surfaces  sont 
des  surfaces  minima. 

20  Si  la  surface  représentante  est  une  surface  réglée,  les  quantités 
\,,  Y,,  Z,,  L,,  Mn  N,  restent  fixes  quand  on  se  déplace  sur  une  géné- 
ratrice. Il  en  résulte  que  les  tangentes  aux  courbes  de  paramètre  v 
conservent  une  direction  fixe  quand  on  se  déplace  sur  les  courbes  de 
paramètre  u.  L'un  des  systèmes  conjugués  est  formé  des  courbes  de 
contact  de  la  surface  avec  des  cylindres.  Si  la  surface  représentante 
est  une  quadrique,  les  deux  systèmes  de  lignes  conjuguées  jouissent 
de  la  propriété  indiquée  plus  haut. 
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Ces  deux  propriétés  existent  aussi  pour  les  couples  de  surfaces  appli- 
cables qui  \  correspondent.  Ce  soin  d'ailleurs  les  seuls  cas  où  elles 
existent. 

!"  Si  la  surface  représentante  est  une  surface  minima,  le  système 
conjugué  qui  se  conserve  dans  la  transformation  par  orthogonalité  des 
éléments  est  formé  de  lignes  de  courbure  sur  l'une  des  deux  surfaces. 


VII.  —  Les  systèmes  conjugués  communs  à  deux  surfaces 
applicables. 

Les  deux  surfaces  applicables  A,  et  A2  ont  pour  coordonnées 

£=|»(X,  +  L,)I        ^=KX,-L2), 

^=*(X.-hL,),        ^=?(X,-L(). 

(  !es  coordonnées  satisfont  à  l'équation  (  5  )  du  paragraphe  précédent  : 
donc 

Le  système  conjugué  qui  se  conserve  dans  la  déformation  est  à 
invariants  égaux  dans  le  cas  où  A  =  C. 

Si  l'on  veut  que  l'un  des  systèmes  conjugués  soit  formé  des  courbes 
de  contact  de  cylindres  circonscrits  à  la  surface,  il  faut  que  l'un  des 

ce  ■  i    <){)  i    on 

coelncients  de  --  ou  de  ^  soit  nul;  dans  ce  cas.  la  surface  représen- 
tante est  une  surface  réglée. 

Supposons  qu'on  ait  multiplié  les  quantités  X,  Y,  Z,  L,  M,  \  par 
un  même  facteur,  de  façon  que  Ton  ait,  connue  dans  la  Géométrie  non 
euclidienne. 

X2  h-  Y2  -+-  Z2  -+-  L2  -+-  M2  -h  N2  =  i. 

Les  cosinus  directeurs  des  tangentes  conjuguées  sur  la  première  sur- 
face sont 

X2-t-L2,     Y,-+-M2,     Z2  +  N2, 

X,  +  L(,     Yl  +  M„     Z.h-N,. 

Journ.  de  Math.  (5-  série),  lome  II.  —  Fasc.  II,  1896.  28 
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L'angle  des  deux  tangentes  conjuguées  est 

coscp  =(X,  +  L,  x  \,  +  L2)-4-(Y,  f-  M,)(YS  ■+-  M2  ) 
-+-(Z,  +  N()(Z2+N2), 

cette  formule1  est  aussi  celle  qui  donne  l'angle  non  euclidien  de  deux 
droites  qui  se  coupent;  donc 

Il  angle  des  lignes  conjuguées  qui  se  conservent  dons  la  défor- 
mation es/  égal  à  l'angle  non  euclidien  formé  par  les  asymplotiques 
de  la  représentante. 

Pour  que  ce  système  soit  formé  de  lignes  de  courbure,  il  faut  que 
la  surface  représentante  soit  une  surface  minima  non  euclidienne 
(§  VIII,  I'c  Partie).  En  tenant  compte  des  formules  (2)  (§  VII,  1""  Par- 
tie), on  voit  facilement  que  la  représentation  sphérique  des  lignes  de 
courbure  qui  se  conservent  dans  la  déformation  est  celle  des  lignes  de 
courbure  d'une  surface  à  courbure  totale  constante  (Bonnet). 

D'une  façon  plus  générale,  on  peut  chercher  Te  cas  où  les  lignes  du 
système  conjugué  se  coupent  sous  un  angle  constant.  L'angle  non 
euclidien  des  asymplotiques  de  la  représentante  doit  être  constant, 

c'est-à-dire  que  le  rapport   "-j-  (%  IV,  Iie  Partie)  doit  être  constant. 

Désignons  par  X,  Y,  Z,  L,  M,  N  les  coordonnées  de  la  normale  non 
euclidienne  à  la  représentante.  On  aura  alors 

(\  L)i  \l  +  bl)  +  (Y  +  M)(V,  +  MlH-(Z  +  .\)(Z1  +  Nl)=n1 
(X+L)(X2  +  L)  +  (Y  +  M)(Y2  +  M2)  +  (Z  +  N)(Z2+  N2)=o. 

11  en  résulte  que  X  -+-  L,  Y  -t-  M,  Z  -h  N  sont  les  cosinus  directeurs  de 
la  normale  à  A,;  de  même  la  normale  à  A.,  a  pour  cosinus  directeurs 
X_L,  Y -M,  Z  — N. 

Pour  que  les  deux  surfaces  fassent  entre  elles  un  angle  ip,  fixe,  il  faut 

X»+  Y2-+-Z--L--  M2      .V=coso, 
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ou  bien 

\2  +  Y-  +  Z2-  L2  -  M2  -  N2  =  cos?(X2  +  Y2  +  Z5+  L2  +  M2  +  N*); 

c'est  l'équation  d'un  complexe  formé  des  tangentes  à  une  sphère.  Voici 
;ilors  quelle  scia  la  marche  à  suivre  pour  résoudre  le  problème  :  «m 
cherchera  les  géodésiques  non  euclidiennes  de  cette  sphère  (ce  sont 
encore  des  grands  cercles  ):  on  prendra  un  système  quelconque  de  ces 
géodésiques,  ou  même  leurs  tangentes;  on  déterminera  par  quadra- 
ture une  surface  normale  (sens  non  euclidien)  à  ces  droites.  On  aura 
ainsi  la  représentante.  Il  suffira  alors  d'intégrer  l'équation  de  Moutard 
relative  aux  asymptotiques  de  cette  représentante  pour  achever  le 
problème. 

Remarque.  —  Aux  lignes  asymptotiques  de  A,  correspond  sur  la 
représentante  un  sNslème  conjugué.  Ce  système  conjugué  n'est  pas 
quelconque,  il  est  caractérisé  par  cette  propriété  que  X  -+-  L,  ^  -h  M, 
Z-fr-  N  sont  solutions  d'une  équation  à  invariants  égaux.  Dans  le  cas 
particulier  où  ce  système  conjugué  est  formé  de  lignes  de  courbure 
(sens  non  euclidien),  on  connaît  par  cela  seul  toute  une  série  de  repré- 
sentantes de  A,  :  c'est  une  série  de  surfaces  parallèles  (sens  non  eucli- 
dien). On  aura  donc  une  infinité  de  déformées  de  A,  qui  dépendent 
d'une  constante  arbitraire. 

Four  étudier  ce  cas,  on  déduit  des  formules  (6)  (§  XVII,  lre  Partie) 

*(^)=e(X1+L1)-a(X1+Lt)l 

^±Il)=6(X1+Ll)  +  /(X2+La), 
ài^i±hl=_  e(x-+.  L)-m(X,-f-L1). 

OU  x 

d{Xl£Ll)  =---  b(X  +  L)+  «(X2+L2  ), 
<?(X'+L')  =      a(X  +  L)  +  bi(X,  +  L,  ). 


au 

d(X,H-L,) 
dv 


=  -V(X  +  D-  »(X,  +  L,). 
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On  en  déduit  que  X  —  L,  Y  +  M,  Z  +  X  sont  solutions  : 

au  av  ou         v  av 

où 

p  =  m{V+r-)  +  n(af-be) 
a  b  -t-  e/ 

,-.  m(af—  />e)-i-  n  (a--i-  e2) 

^  ~  ab  +  ef 

La  condition  cherchée  est 

^  r/w(/;2  —  /')-¥■  n{af—  be)l  _    ô_  V  m  (af—be)+  n(a-—  e1 1  I 
de  l  ab  -+-  ef  ~  Ou  \_  ab  -+-  ef 


VIII.  —  Sur  une  transformation  des  couples  de  surfaces 
applicables. 

Soient  S(X,,X2,  X.,)  et  S'(7X.,,  /X5,  iX0  )  deux  surfaces  applicables; 
de  telle  sorte  que  l'on  a 

,!\\  +  dX;  +  dX;  +  dX;  +  dX]  ■+-  dX\  =  o 
ou 

2rfX2=o. 
Posons 

?  =  X;-+-X;-X^-X;^Xi-  X*  =  2X J. 

Déterminons  six  quantités  x,,  x.2 c6  par  les  formules 

_  X 

on  aura  alors 


,/./•  = 


1,/.^=  ^IrfX2-  4rf?SXrfX  +  f6rfp22X2  =  o. 

Les  deux  surfaces  £(#,,  a;2,  '-:  ».  1 1  ixÂ,ix3,ix0)  sont  doi ic  applicables. 
On  a  donc  la  construction  suivante  : 

Soient  M  e/  M'  deux  points  correspondants  de  deux  surfaces  ap- 
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pUcables,  <  »  ////  point  fixe;  prenons  sur  <  >\l  ci  <  )\l'  rfe«.£  points  \ 
et  \  .  tels  '/tif 

ON    _   OV  _  i 

Les  points  \  et  \  décrivent  deux  surf  aces  applicables. 

Dans  le  cas  particulier  où  OM  —  ()M  esl  constant,  la  méthode 
donnerail  des  surfaces  homothétiques. 

Nous  allons  chercher  ces  surfaces.  On  peul  supposer  la  constante 
p  =i.  l'usons  alors 

,  _      2X1  _       >.\,  •  \ 

<  )n  aura  ensuite 

/•  =  ./■;  +  .i-,  -\-  .. .  -+-  ./•:  =  { ^  • 

i  +  x„ 

Différentions  totalement  1rs  formules  (i).  On  aura 

,  ri  +  XOrfXi-X/rfX, 


(H-X,)« 


0'         ',2 >), 


1 1  -t-  A(  J  '    I 

=  (7Tx77-  l-  rfX«<  '  +  V  >'  +  aX,(i+  X0  )  rfX*  +  (i  4-  X;  )  rfX;|  =  <». 

Il  n'esl  pas  nécessaire  d'aller  plus  loin,  xn  .>■.,,  x3  sonl  les  coordonnées 
d'une  déyeloppable  ;  /./■.,,  i.r ,  celles  du  poinl  correspondant  du  plan. 

On  obtient  ainsi  tous  les  couples  de  surfaces  applicables  qui  jouis- 
sent de  la  propriété  suivante  : 

La  différence  des  carrés  des  distances  d'un  point  fixe  aux  deux 
points  coiTespondants  est  constante. 
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Sur   l'équilibre  et   les    mouvements   des-    mers 
[Deuxième  Partie  (  '  )]  ; 

Pau    M.    H.     POIIVCARÉ. 


8.  —  Mouvement  relatif. 

J'ai  jusqu'ici  négligé  les  effets  de  la  rotation  du  Globe  et  de  la  force 
centrifuge  composée;  pour  en  tenir  compte,  je  rappelle  d'abord  les 
principes  fondamentaux  de  la  dynamique  des  systèmes  en  mouvement 
relatif  et  plus  généralement  des  systèmes  où  interviennent  des  forces 
gyrostatiques. 

Soient  gt,  g3,  ...,  gn;  gn+l,  gn+21  ...,  qn+h  les  n  -+-  k  coordonnées 
qui  définissent  la  situation  du  système.  En  reprenant  les  notations 
du  n°  iî,  les  équations  de  Lagrange  s'écriront 

/  x  rf  dT  _  dT        d\]  _ 

dl  dg'i         dqt  +  dqt  ~  "<' 

Parmi  les  paramètres  g,  nous  distinguerons  : 

i°  g, ,  g«,  . . .,  gn,  que  j'appellerai  les  ga  ou  les  paramètres  à  varia- 
tion faible. 

2°  Çn+i,  Çn+s,  •  •  -,  gn+.t,  que  j'appellerai  les  gb  ou  les  paramètres  à 
variation  rapide. 

Je  supposerai  que  T  et  U  sont  indépendants  des  gb,  T  dépendant 


[')  Voir  même  Volume,  Fasc.  I,  p.  57. 
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II.     POIXCARE. 

seulement 

des 

fh- 

et 

que 

Qà  =  o.  L'équation 

alors 

d  dT 

dt  dq'b  -  °' 

d'où 

00 

dT 

w,=Pb- 

pt  étant  une  constante 

Suit  maintenanl 

H. 

=  T-U-2>ri. 

Des  équations  (2)  on  peut  tirer  les  yA  en  fonctions  des  qa,  des  «yrt  et 
des  constantes  pb;  et  si  l'on  substitue  dans  H  les  valeurs  ainsi  trou- 
vées, H  n'est  plus  fonction  que  des  qa  et  des  q'a. 

Pour  éviter  toute  confusion  je  désignerai  par  des  d  ordinaires  les 
dérivées  prises  par  rapport  aux  qa  et  aux  q'a  en  regardant  les  qb  comme 
des  \  niables  indépendantes  et  par  des  d  ronds  les  dérivées  [irises  par 
rapport  aux  qa  et  aux  q'a  en  regardant  les  q'b  comme  des  fonctions  des 
qa  et  des  qa. 

11  vient  alors 

O'U  ~  dqa  dqa   +  2à  dqb  àq„  JUlh  dqa' 

dH   dT  ^-1   dT    dq),        ^         0q'h 

Wa~dq'a  ^~  ■**  Wl,   Ô<ï\,    ~  ^PiàqZ 

ou,  en  vertu  des  équations  (2), 

dtt  _  dT        dl) 

àqa  dÇa         dqa 

ô\\    _   dT 
dq ,         dq'a 

de  sorte  qu'avec  les  nouvelles  variables  les  équations  de  Lagrange 
deviennent 

/q\  cl    d\\  d\\         ^  ,  . 

dtôT„-ôq-:^^       («  =  I,2,...,»). 
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Si  les  forces  extérieures  sonl  nulles,  ces  équations  se  réduisent  à 

.,  ,  ■  .  ci   ,)\\         ,)\\ 

l    >  OIS  i  -r  -T-r ; —  =  O, 

,)/  dqa         dqa 

dont  la  signification  esl  bien  connue.  Elles  veulenl  dire  que  l'action 
hamiltonienne 


/"''  II  dt 


doil  être  minimum. 

Les  équations  <  >  bis  )  entraînent  la  suivante  qui  esl  l'équation  de  la 
conservation  de  l'énergie 

dti 

rniis|  . 


jU  dqa  '  • 


Dans  le  problème  qui  nous  occupe,  nous  aurons  un  seul  paramètre 
à  variation  rapide  qb  :  c'est  l'angle  donl  le  globe  sobde  terrestre  .1 
tourné  autour  de  son  axe  à  partir  d'une  certaine  position  prise  pour 
origine;  sa  dérivée  q'b  est  sa  vitesse  angulaire  de  rotation.  Nous 
aurons  une  infinité  de  paramètres  à  variation  faible  qa  qui  définiront 
la  position  relative  des  particules  liquides  par  rapport  au  globe 
solide. 

I  est  un  polynôme  homogène  du  deuxième  degré  par  rapport  aux 

q'a  et  aux  qb  ;  U  ne  dépend  pas  de  ces  quantités;  les  y^  sont  des  poly- 
nômes homogènes  du  premier  degré  en  q'a  et  q'b. 

Les  qb  tirés  des  équations  (2)  sont  des  polynômes  du  premier  degré 
non  homogènes  par  rapport  aux  q'a\  II  est  donc  un  polynôme  du 
deuxième  degré  non  homogène  par  rapport  aux  q'a. 

.1  observe  que  II  n'est  déterminé  qu'à  une  constante  près,  puisque 
celte  fonction  n'intervient  que  par  ses  dérivées;  je  puis  donc,  sans 
restreindre  la  généralité,  supposer  que  H  s'annule  avec  les  qael  les  q'a, 
de  sorte  que  son  développement  suivant  les  puissances  de  ces  quan- 
tités ne  contiendra  pas  de  tenues  de  degré  o. 

Je  pourrai  même,  sans  changer  les  équations  (3),  ajouter  à  JI  un 
terme  de  la  forme  Aq'a,  A  étant  un  coefficient  arbitraire;  cela  revient 
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en  eiïet  à  ajouter  à  -pr  la  constante  A;  ce  qui  ne  change  pas 

d  <m 

dt  dq'a  ' 

Je  puis  donc  encore,  sans  restreindre  la  généralité,  supposer  que, 
dans  le  développement  de  H,  les  termes  du  premier  degré  par  rapport 
aux  q'  et  de  degré  o  par  rapport  aux  q  disparaissent. 

Enfin  je  supposerai  que  les  valeurs 

9a  =  0,  q'a  =  ° 

correspondent  à  une  position  d'équilibre  stable;  les  équations  (3  bis) 
se  réduisent  alors  à 

ô\\ 

-j—  =  o. 
dqa 

Ainsi  les  dérivées  premières  de  H  doivent  s'annuler  pour  qa  =  q'a=  o; 
ce  qui  montre  que  le  développement  de  H  ne  contient  pas  de  termes 
du  premier  degré  et  commence  par  des  termes  du  deuxième  degré. 

Quant  aux  termes  de  degré  supérieur  au  second,  nous  pouvons  les 
négliger  parce  que  les  qa  et  les  q'a  sont  très  petits.  En  définitive  nous 
pouvons  regarder  H  comme  un  polynôme  homogène  du  deuxième 
degré  par  rapport  aux  qa  et  aux  q'a  et  nous  écrirons 

H  =  H2+2H,  +  H0. 

H2  sera  du  degré  2  par  rapport  aux  qa  et  de  degré  o  par  rapport 
aux  qa. 

H,  sera  du  degré  1  par  rapport  aux  q'a  et  de  degré  1  par  rapport 
aux  qa. 

H0  sera  du  degré  o  par  rapport  aux  qa  et  de  degré  2  par  rapport 
aux  qa. 

L'énergie  E  sera  alors  évidemment  égale  à 

E  =  H2-H0. 

Les  équations  (3)  deviennent  alors  des  équations  linéaires  à  second 
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membre  et  à  coefficients  constants;  et  les  équations  (3  bis)  sont  les 
mêmes  équations  sans  second  membre. 

Pour  intégrer  ces  équations  sans  second  membre,  posons 

qa  =  <xac'lt, 

nous  aurons  n  équations  linéaires  et  homogènes  par  rapport  aux  n 
quantités  aaea';  en  écrivant  que  leur  déterminant  est  nul,  on  obtiendra 
une  équation  de  degré  in  en  X,  qu'il  s'agit  d'étudier. 

Cette  équation  a  été  étudiée  d'une  manière  approfondie  par  l'ail 
et  Thomson  dans  leur  Traité  de  Philosophie  naturelle.  De  tous  les 
résultats  intéressants  qu'ils  ont  obtenus  au  sujet  de  la  réalité  des  ra- 
cines, un  seul  nous  est  nécessaire. 

Si  les  formes  quadratiques  IL  et  —  H0  sont  définies  positives  (c'est 
Le  cas  auquel  nous  aurons  affaire)  toutes  les  racines  sont  réelles. 

9.        Étude  des  équations  sans  second  membre. 

Ces  résultats  bien  connus  étant  rappelés,  cherchons  à  étendre  à  ce 
problème  ainsi  généralisé  les  résultats  du  n°  «5. 

Le  principe  de  la  moindre  action  de  Hamilton  nous  apprend  que 
l'intégrale 


II 


doit  être  minimum;  à  la  condition  que  les  qa  soient  assujettis  à  avoii 
des  valeurs  données  pour  t  =  t0  et  pour  l  =  l,. 

Si  cette  condition  n'était  pas  remplie,  nous  aurions 


d\l     <s 


Si  le  mouvement  est  assujetti  à  être  périodique  de  période  t,  —  t0 

les  expressions 

dll 
9a,     Ça,     Âg     àqa 

reprendront  les  mêmes  valeurs  pour  l  =  t0  et  pour  t  =  tt,  et  l'on  aura 
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encore 

oJ  =  o. 

Ainsi  l'intégrale  J  est  encore  minimum  si  le  mouvement  est  assu- 
jetti à  être  périodique  et  si  l'intégrale  est  étendue  à  une  période 
entière. 

(  lela  posé,  soit 

qn  =  y.';  <■'>■< 

une  solution  (imaginaire)  des  équations  (3  bis)  et 

la  solution  imaginaire  conjuguée. 
Si  nous  faisons 

(4)  ?«  =  Y„e'V-+-Sfle-'> '. 

l'intégrale  J  prise  entre  les  limites  £  =  o  et  t  =  -r--  devra  être  minimum 

(ou  tout  au  moins  sa  première  variation  devra  s'annuler)  quand  on 
v  fera 

ïa  =  «a1.  ««=?;'"• 

\  oyons  quelle  est  la  valeur  de  cette  intégrale.  L'expression  de  H, 
quand  on  y  substitue  à  la  place  des  qa  leurs  valeurs  (4),  se  composera 
de  trois  ternies  :  i°  un  terme  en  e**V,  qui  sera  homogène  du  deuxième 
degré  par  rapport  aux  ya;  2°  un  terme  indépendant  de  /,  qui  sera 
homogène  du  premier  degré  tant  par  rapport  aux  ya  que  par  rapport 
aux  o„;  3°  un  terme  en  e_2'V  qui  sera  homogène  du  second  degré  par 
rapport  aux  Sa.  Soient  H',  H",  H'"  ces  trois  termes 

H  =  H'  -+-  H"  +  H '". 
Les  intégrales  de  II'  et  H'"  sont  nulles;  de  sorte  que 
J  =  £  H". 
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La  variation  SU"  de  H"  doit   donc  être    nulle,   quand   y„  =  a^', 

$«  =  ?«'• 

Mais,  à  cause  de  la  forme  hilinéaire  de  H",  cela  peut  encore  s'énoncer 
au t renient  : 

II"  doit  être  nul  quels  que  soient  les  y0  quand  on  y  fait  o„  =  ^'   cl 
quels  que  soienl  les  o„  quand  on  y  fait  y„  ==  a^A). 

Voyons  quelle  est  la  forme  de  H". 

Nous  avons  posé 

H  =  H;i  +  2Hl  +  II,,. 

Non-;  devons  remplacer  les  qa  par 

Yoe'V+  Sae-'V 
el  les  q'a  par 

'"/■a (y,,*'"*'-  S«é-'V). 

<  )u  voil  que  II_,  contiendra  Aj|  en  facteur  et  que  H,  contiendra  ~kk. 
H  est  donc  un  polynôme  du  deuxième  degré  en  ~kk. 

Nous  devons  ensuite  conserver  les  termes  indépendants  de  /;  nous 
aurons  alors 

H"  =  MaXjÊ  -t-  2  ilkM{  -+-  M„, 

M2)  M,  et  M0  étant  des  formes  bilinéaires  en  y„  et  o„. 

H"  ne  doit  pas  changer  quand  on  permute  y„  et  oa  el  qu'on  change 
XA  en  —  \k. 

On  a  donc 

M ,i  y.,.  8.)  =  M2(Sfl,  y„),  M0(y„,  $.)  =  M„<  Sa,  y,). 

M,(y„,S„)=-M,(Sa,y„). 

D'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  on  doit  avoir,  quels  que  soienl 
les  §a, 

A*M2«A  ,  Sa)+  2/AAM,(af ,  Sa)  +  M0«*',  Sa)  =  ... 

On  aura  donc  en  particulier 

(5)     X*Mï(a*  <"")+2rAiM,(a*,  ««>)  h-  M,(ctf  ,  <"  )  =  0 
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et  de  même 

>.;„M,<  <"  ,  «*)  +  2(l„,M,(a;1,  af  )+  M0«"\  <**)  =  o 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(6)  X^M2«*>,cC  )-  2rAmM,(aaA,,aa'",)+M0(aflA,,ar)  =  o. 
Les  deux  relations  (5)  et  (6)  montrent  que  l'équation 

(7)  X2M2-f-  21XM,  -h  M0  =  o 

a  pour  racines 

X  =  A/;,  À  =  —  Am. 

Reprenons  l'équation  des  forces  vives 

H2  —  H„  =  const. 

Cette  équation  doit  être  satisfaite  en  particulier  quand  on  fait 

qa  —  a*  e'V  +  a^*'  ea™f . 

Le  premier  membre  de  l'équation  des  forces  vives  contient  alors 
des  termes  en  eaA*',  c2'X">t,  e"^*4-^'.  Le  coefficient  de  cette  dernière 
exponentielle  doit  s'annuler  à  moins  que 

X*-+-X„,  =  o. 

Supposons  donc 

(8)  XA>-X;n; 

le  coefficient  de  cette  exponentielle  est  nul,  ce  qui  entraîne  l'égalité 

(9)  -  X  XmMa(a*,  O"  M,(a*,  <"')  =  o. 

Nous  pouvions  le  prévoir,  car  le  produit  -  XAX,n  des  racines  de  (7) 

,    .     »  .       ,  -    M, 

doit  être  égal  a  rj-- 

-M  -, 
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Considérons  quelques  cas  particuliers;  si  l'on  l'ait  /,  =  ///,  l'équa- 
tion (  5  i,  l'équation  l  6  |  el  l'équation  (9)  se  réduisent  à 

XJM^a^a^-t-  M0(af,<A  )  =  o. 

Soil  maintenant 

xA=-Xm,        «;«■=  ft*'; 

l'équation  1  9  )  ne  sera  plus  vraie,  mais  1rs  équations  (  5  )  et  (6  )  subsis- 
teront el  s'écriront 

/^VLiaj.V;  »  h2A*M,(af,^  )4-M„(7;,V  >  =  o. 

I.  équation  (7)  a  alors  une  racine  égale  à  XA;  mais  sur  l'autre  racine 
nous  ne  savons  rien. 

Comme  les  7/  ne  sont  déterminés  qu'à  un  facteur  constant  près, 
el  que  les  V',  sont  imaginaires  conjuguées  des  a*,  nous  pourrons  sup- 
poser qu'on  les  a  choisis  de  telle  façon  que 

(10)  M-M2«*',(^  >-M0(C(3f)  =  IA  =  ±i. 

I  n  cas  particulier  qui  a  été  traité  à  fond  par  Lord  Kelvin  est  celui 
où  les  coefficients  de  H,  sont  très  grands  par  rapport  a  ceux  de  H0  ci 
<lc  II,.  Il  y  a  rencontré  des  résultats  analogues  à  ceux  que  nous  venons 
do  trouver  dans  le  cas  général  ci  il  serait  intéressant  de  les  déduire 
des  résultats  généraux. 

Si  H,  est  très  grand,  X  ne  pourra  être  que  liés  grand  ou  liés  petit. 
Supposons  A  très  grand;  nous  pourrons  donc  dans  nos  équations  né- 
gliger M0.  Les  équations  (5)  et  (G)  s'écrivent  alors 

A;,  M,  -i-  ll/M,  =,.,  A,„\L-  2iM,   =0, 

el  l'on  en  déduit,  si  AA  n'est  pas  égal  à  —  >.,„, 

m:i2;,z;  )  =  <.. 

C'est  l'équation  de  Lord  Kelvin  (Cf.  Tait  et  Thomson,  Philosophie 
naturelle-,  3e  édition,  n°  345xv).  On  s'en  rendra  compte  aisément. 

Journ.  de  Math.  (5«  série),  tome  II.  —  Fasc.  III,  1896.  3o 
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Les  deux  auteurs  anglais  ont  choisi  des  variables  particulières  de  telle 
sorte  ([in* 

L'équation  précédente  s'écrit  alors 

^  y.     y.  '"   =  o. 
.— «     '     " 

10.  —  Étude  des  équations  à  second  membre. 
Revenons  maintenant  aux  équations  à  second  membre 

/       dll  </U_     _    Q 

<//  r//',  «-/y  |  v"' 

Elles  signifient  que  l'action  doit  être  minimum,  c  cst-à-dirc  que 

I     r:H  +  VO„v/,U//  =  o. 

Soit 

Q<  =4-  /;,'•"'-  sa '•-"'. 

(  >n  pourra  satisfaire  aux  équations  en  posant 

y.  =  «„<?'""+  ^fle-"-' 

et  l'équation  (u)  devra  être  satisfaite  si,  donnant  aux  y,   et  aux  Q„ 
ces  \  aleurs,  on  fait 

L  =  o,      .    /,  =  -^< 

A 

el  cela  quels  que  soient  y„  et  o,,. 
Nous  ferons  en  particulier 
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el  l'équation  (i  i)  deviendra 

(•12)     X2M2(aa,  z«  >+  2îXM,(a„,  a^)+  M0(a„,<A  )=  ~2'«a«  • 

Des  équations  (12)  on  pourra  tirer  les  a„,  el  l'on  tirerait  de  même 
les  pa  des  équations 

Etudions  les  équations  (12);  on  voit  qu'on  peul  en  tirer  les  a.a  et 
que  ces  quantités  seront  linéaires  el  homogènes  par  rapport  aux  /•„  el 
rationnelles  par  rapporl  à  X.  Considérons-les  comme  fonctions  de  A. 

i°  Je  vois  d'abord  que  les  a„  s'annuleront  pour  A  =  x. 

2"  Les  valeurs  de  À  pour  lesquelles  les  y.„  de\  iendronl  infinis  seronl 
celles  pour  lesquelles  on  pourra  satisfaire  aux  //  équations 

|  A2  M,.  ïa,a*)+2ïXM,(oa,a*)  +-  M0|  y.  y,   )  =  o 
'  (*=i,2 n) 

sans  que  les  a.a  s'annulent. 

En  annulant  le  déterminanl  des  équations  (i3)  on  arrivera  à  une 
équation  de  degré  2/1  en  A:  les  valeurs  cherchées  sont  donc  au  nombre 
de  2  //. 

Or  on  satisfait  à  ces  équations  en  faisan l 

X  =  /.,„.         <xa  =  a™         ou         X  =  —>.,„.  [J™. 

Les  2«  infinis  des  fonctions  a„  son!  donc 

X=±X(,  X=±X, X=±X„. 

Il  reste  à  chercher  les  résidus  correspondants. 

Posons  donc 


"  —  X  —  X, 
il  s'agit  de  déterminer  p  et  les  y„. 
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Nous  avons  pour  cela  les  équations  suivantes 

r^F-[X2M2«,,a*)+  2t'XM,(a™,  x"a)  ■+-  M0«,  a*)] 

-t-[XaM2(Y„,  5t*)+2iXM,(Ya,  a„>-H\I0<V-  a*)l  =  -2r„afl, 

mi  en  faisant  tendre  X  vers  X,„  el  tenant  compte  de  la  relation  |  (i  i 

[2p[XmMa(<',a*)  +  i-M4(cC,  **)] 
(I  '*     |       -t-I^M2(ïa,a*)+2îXmM1(ï«,a*)+M0(ïa,a*)]  =  -2/-„^. 

Mais  mi  a,  quels  que  soient  les  ya, 

X;ilM2(y<J,  *„')  -  2iXmM,(Ya,  <  i  ;    M ,, <  7,..  <">  =  «, 
ou  bien  encore,  en  changeant  X'"  en  —  X'"  et  a'"  en  ,3"'. 

(i5)    x=,  M2(Ta,  x;  > + 2'^m.i  y-,  k  >  +  m»(ï«>  pr  >  =  o. 

Parmi  les  équations  (i4)  nous  distinguerons  celle  qui  correspond  à 

xA  =  -  x„„      «*  =  -  p;  ; 

elle  se  réduit  à 

(16)       2p[xmM2«',  ^)+!i,(a;,  r  i|  =— 2;«K'; 

c'est  de  celle-là  qu'on  déduira  p. 

Mais  à  cause  de  (10)  cela  peut  s'écrire 

Nous  tirons  de  là 
/      \  "v"t    /■S"**.*-' 
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ou  en  posant 

5>„p™=-B„        JrA"  =  -A„ 


-2>. 


B,„a'"X„,  V 


x  _  x,„         X  -+-  x„ 


Développons  z„  suivant   les  puissances  croissantes  de    a  sous   la 

forme 

K«  =  £«  +  K  +  ^^      •■■• 
il  viendra 

£«  =  -  2<  [«(B«a- +  A-fê  )>     £«  -  z  ''»  - 

(18)  -* 

/  --        _Vl     lî».C+^n.?"'  a_Vl     A»,3,',"-  B,„a™ 

l    a—       <£    '"  À;,,  £«_  — '"<  X?„ 

l'osons  maintenant 

JM  =  M0(E;,e*);         .1     ,     =MI(e2>0;         j;,?  =  M2(££,  e*), 

on  trouve  immédiatement 

Nous  pourrons  écrire  1rs  formules  (18)  sous  la  forme 

(18  bis)  £=— y'i,„-#"-> 

avec  eetle  convention  que  le  signe  V  ne  porte  pas  comme  V  sur 
«  ternies,  mais  sur  in  ternies  partagés  en  deux  séries;  pour  la  pre- 
mière série  m  varie  de  1  à  n;  et  l'on  passe  d'un  terme  de  la  première 
série  au  terme  correspondant  de  la  seconde  en  changeant  Xmen  —  A,„. 
a«  et  Am  en  (3™  et  B„,  réciproquement. 
Il  vient  alors 

jm    =-2',«t£m«  «*«'e2), 
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On  a  d'autre  pari 

X;„M2    :     -       i  + 2  amM,  «',££)+  M  -  o: 

il  où 

(19)  K    .,,"+-  ^•l,/+.l/J+1,v  =  "- 

(  )n  trouverait  de  même 
I  igbis)  3]     ,  -  ii3't  q-+-3Ptq  ,  =0. 

On  trouvera  une  autre  relation  de  la  façon  suivante;  il  vienl 

W,=2">J  ''  iM.(«:,«î)u. 

La  somme  ^  contient  /(//-  termes,  chacun  «1rs  2/j  termes  de  s^-1 
(expressions  i86?*)devant  être  combiné  avec  chacun  îles  an  termes 

I  >e  même 

1  v*    J3,.j  1> ,.    , .         „,  !■ 

(  lonsidérons  la  somme 

•l,-1.y-,  +  J/'.V 

En  vertu  de  L'équation  (9)  tous  les  termes  de  cette  somme  !  qui 
sont  au  nombre  de  4"2)  disparaîtront  à  l'exception  de  ceux  1  au 
nombre  de  in)  qui  sont  tels  que 

>-/,  =  ->-,„.      *:■=?;"•      ba=a,„. 

II  vient  doue,  en  tenant  compte  de  (  101. 
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ou  enfin  (  puisque  les  termes  sonl  égaux  deux  à  deux  au  signe  près  i 

si  /'  ■+-  y  csl  pair  et 

i  2obis)  j;  ,7  ,h  .1  ... 

si  /'   -  y  esl  impair. 

L'expression  .l/p  ,  -+■  .\/,,/  ne  dépend  donc  que  de  />  -t-  y  el  de  la 
parité  de  y;  elle  change  de  sigTie  sans  changer  de  valeur  absolue, 
quand  y  augmente  d'une  unité  el  que  />  diminue  d'une  unité.  On  a 
dune  la  relation 


P      1'/      '  /'+! 


.</  +   •'/.    /      I    "+"    •'/"/+!     


que  l'on  pourrait  d'ailleurs  obtenir  en  ajoutant  (  19)  el  |  igbis  1. 
En  faisan!  dans  cette  relation  q     -.p,  on  trouve 


"    ,■■  "  1  H"  - ■  /■  /■  *       "■ 

de  sorte  qu'on  retrouve  l'équation  <  iobis  1. 
De  (19)  et  (ig  bis  1  on  déduil  encore 

■',   .  r-*iXr.,  - ■•'.  '     i.v-.- 

Toutes  ces  relations  montrenl  que  les  fonctions  ipq  ne  sonl  pas 
indépendantes  les  nues  des  autres;  considérons  l'ensemble  des  fonc- 
tions J  telles  que /j  -  y  2/i,  des  fonctions  J'  telles  que  p  +  q<in  —  1 
el  des  fonctions  .1  telles  que  p  t-  y  in  —  -i:  le  nombre  total  de  ces 
fonctionsqui  sonl  distinctes  en  tenant  compte  des  relations  (A)  esl 
de  in-  +  (ra  +  i)3.Le  nombre  des  relations  distinctes  de  la  formel  19) 
esl  ni  in  —  r):  il  rosir  donc  seulement  ra2-+-  3«  -!-  1  fonctions  dis- 
tinctes. 
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11.    —  Cas  de  l'équilibre  stable. 

Je  vais  me  restreindre  maintenant  au  cas  où  H2  et  — H0  sont  deux 
formes  quadratiques  définies  positives,  de  sorte  que  l'équilibre  reste 
stable,  même  si  l'on  supprime  les  forces  centrifuges  composées. 

C'est  évidemment  le  cas  de  la  nature,  dans  le  problème  qui  nous 
occupe. 

Alors,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  plus  haut,  tous  les  /.,„  sonl 
réels. 

Mais  ce  n  est  pas  tout  :  si  y,,  el  oa  sont  imaginaires  conjugués,  on  a 

Il  vient  (Inné 

X;M,<  a;;.X;  •  -  M0i  *£,££)  >o, 

ce  qui  montre  que  tous  les  nombres  que  non-  avons  appelés  1/,  et  [,„, 
el  qui  dans  le  ras  général  peuvent  être  égaux  à  + 1  ou  à  —  r,  sont 
dans  le  cas  qui  nous  occupe  tous  égaux  à  -f-i. 

Toutes  les  formules  qui  précèdent  se  trouvent  ainsi  notablement 
simplifiées. 

Il  eu  résulte  \iw-  série  d'inégalités  sur  lesquelles  il  me  reste  à  ap- 
peler l'attention. 

Supposons  en  particulier  que  ra  soil  réel;  c'est-à-dire  que  ra  =  sfl 
puisque  ra  et  sa  sont  imaginaires  conjugués. 

Les  quantités  oc™,  [3™  sont  imaginaires  conjuguées,  de  mêmequera, 
sa  et  que  A,„,  I5,„. 

Il  en  résulte  que  ;','  esl  réel  si  //  est  pair  et  purement  imaginaire  si  p 
esi  impair. 

<  m  a  donc,  si  p  esl  pair. 

\L<  :;.  E„")>o,  \l„(i,;.:;;)<o 

et  au  contraire,  si  p  esl  impair. 
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c'est-à-dire  que 

I  !     ><>.         .!,,,,<"         (pour  p  pair), 

'  •l//,<«>i         Jp,p>°         (] ''  7  impair). 

Il  esl  clair  d'ailleurs  qu'on  aura  dans  tous  les  cas 

',,,  =  <>■ 

Cela  posé,  reprenons  l'équation  (20)  qui  s'écril  maintenant  (puisque 
I,„  =  ») 

(ao)    j;-,-.+JM=(_,r^?AA     (/)  4  ?pair) 

Si  in  m  s  faisons  y  —  />,  il  vient 

(■', ,,„-+  **,)<- 0"+'    il\l; 

Comme  A„,  el  Bm  sonl  imaginaires  conjugués  le  second  membre  esl 
positif,  d'où  l'on  tire 

•'/,  .,,-.  +  J/..p<°         (si^esl  pair), 
■',,  , .,,  ,  -+-Jp,p>0         (sipest  impair). 

Ces  inégalités  sonl  d'ailleurs  des  conséquences  immédiates  îles  iné- 
galités |  21). 

Je  poserai  pour  abréger 

\(s;P-„P ,  +  j«)(-  o"" =2  Tjjr  =  K" >0- 

Cette  valeur  de  K;,  nous  montre  alors  d'autres  propriétés  du 
nombre  K;,  qui  font  ressortir  son  analogie  avec  les  intégraies  32p  envi- 
sagées dans  la  première  Partie. 

On  trouve  en  effel 
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de  sorte  que  le  rapport    *"*"*  va  constamment  en  croissant;  s;i  limite 

pour  p  infini  esl  en  général  égale  à  la  plus  grande  des  valeurs  de  —•■ 
Si  l'on  a  donc 

a;  <k <...<>>;;. 

la  limite  de  ce  rapport  sera  —  : 

A  moins  que  A,  |  et  par  conséquent  B,  )  ne  soient  nuls,  auquel  cas 
cette  limite  serait  égal  à  — ; 

A  moins  que  nonseulemenl  A,  et  B,,  mais  encore  A,  et  B3  ne  soienl 
mds.  auquel  cas  la  limite  serait  — ; 

Et  ainsi  de  suite. 

Cela  posé,  reprenons  l'équation 

(i  2)     X3  M,<  xa,  a*)  +  2i'XM,(aa,  a*  )  ■+-  \l„i  v.„.  «*)  =  -2rX=  A* 

qui  doit  être  satisfaite  par  le  développement 

y.„  —  e"  h-  Aï,'  -+-  A'-  e^  -+-  — 
<  > 1 1  en  déduira 

m.(c««)=-^m,(£:,«!), 

'  M0(ei>«*)  =  -2iM1(e;,aî)-M,(e:fai). 
Les  équations  (  22  l  nous  donneront  les  .'!//  quantités 

(a3)  C    £«)    £,> 

On  pourra  donc  former 

"oo»      "ii-      "111      "as 
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ri  par  conséquent  le  rapport 

_    J','  i  -f-  .!.;■>    _    IV, 
J o o  -+-  J  1 1   _   Kl 

Les  quantités  (a3)  sont  des  fonctions  linéaires  des  n  quantités  r  : 
k _.  et  k,  sont  donc  deux  formes  quadratiques  définies  positives  par 
rapport  aux  ra. 

Les  AA  sont  des  fonctions  linéaires  des  /•„,  mais  à  coefficients  imagi- 
naire:.; 1rs  l!A  sont  les  formes  imaginaires  conjuguées  des  \k. 

Les  r„  sont  au  nombre  de  n  comme  les  AA  et  les  I!,,;  mais  nous 
avons  supposé  les  /•„  réels  tandis  que  les  \„  el  les  1!/,  sont  imaginaires. 

Si  donc  qous  donnons  aux  ra  des  valeurs  réelles  quelconques us 

ne  pouvons  pas  choisir  ces  valeurs  de  façon  à  donner  aux  AA  des 
valeurs  imaginaires  arbitraires;  il  doit  donc  n  avoir  n  relations 
linéaires  entre  les  n  quantités  AA  et  les  n  quantités  l!A;  ou,  si  Ton 
aune  mieux,  entre  les  parties  réelles  et  imaginaires  des  AA  (ces  rela- 
tions expriment  d'ailleurs  «pie  la  somme  des  résidus  des  fonctions  afl 
qui  sont  n  fonctions  rationnelles  de  X;  «pie  cette  somme,  dis-je,  est 
nulle  i. 

lui  revanche,  les  produits  \A  Bk,  qui  sont  au  nombre  de  n,  sont  réels 
'■i  positifs;  on  peut  donc  choisir  les  /■„  de  façon  qu'ils  aient  «les  valeurs 
réelles  ci  positives,  arbitraires  en  ce  sens  qu'elles  ne  sont  assujetties 
à  aucune  égalité,  mais  devant  satisfaire  à  certaines  inégalités. 

Cela  ne  me  suffit  pas  encore  pour  mon  objet;  mais  nous  pouvons 
déjà  en  tirer  certaines  conséquences. 

On  a  «'n  effet 

ce  qui  nous  montre  que  le  rapport  y^  est  toujours  compris  entre  ^ 
et  p;  nous  avons  donc  déjà  des  inégalités  auxquelles  doivent  satisfaire 

a,  et  a„.  Les  mêmes  considérations  nous  donneraient  également  «les 
inégalités  auxquelles  devraient  satisfaire  les  autres  Xm. 

Au  n°  5  nous  avons  montré  que,  pour  le  mouvement  absolu,  la  dé- 
termination des  Xm  se  ramène  à  l'étude  des  variations  du  rapport  de 
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deux  formes  quadratiques;  ici  l'étude  d'un  rapport  analogue  ne  n<>u> 
donne  plus  les  a,„.  mais  des  limites  supérieures  ou  inférieures  de  ces 
quantités. 

Mais  mi  peul  aller  plus  loin;  n'assujettissons  plus  les  ra  à  être  réels, 

mais  posons 

ra  =  p„-h  i'/.'j,,. 

les  :„,  et  les  ua  étant  réels.  Soienl  alors  z^  et  i'j  ce  que  devient  z']  quand 
on  v  remplace  ra  par  z„  et  par  aa\  il  viendra  évidemment 

a«  =  (4°  +  ^E«  +  •■•)  +  '"A(  z!t"  -+-  Azr'  -t-.. .) 

ci  par  conséquent 


ce  qui  montre  que  z']  est  encore  réel  si  /,  est  pair  et  purement  imagi- 
naire si  /.  est  impair. 

Je  remarque  que  v.„  est  encore  une  fonction  rationnelle  de  X  et  que 

cette   f •lion  conserve  sa  propriété  essentielle,  à  savoir  qu'elle  ne 

change  pas  quand  on  change  à  la  fois  i  en  —  i  et  X  en  —  X. 

Ses  infinis  sont  toujours  ±X,„;  si  alors  j'appelle  XmB,„ a™  le  résidu 
relatif  à  X,„.  et  —  X,„  \,„\Y"  le  résidu  relatif  à  —  X,„,  il  sera  facile  de 
voir  : 

i°  Que  A,„  et  B,„  s.mt  les  mêmes  pour  tous  les  -j.„  et  ne  dépendent 
pas  de  l'indice  a  : 

■y  Que  A„,  et  I>„,  sont  imaginaires  conjugués. 

On  n'a  plus  : 

mais  on  a 

En  revanche,  les  formules  (18)  et  toutes  celles  qui  s'en  déduisenl 
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restent  vraies  de  sorte  que  l'on  a  encore 


J(j; ,,  .+j«)i  -0'  ,=2^ï  =  k/)>o. 

Les  équations  (  22  )  doivenl  être  remplacées  par  les  suivantes  : 
l   M„(Ca*)=-2paa*, 


Mi(e;,a*)  =  -2iM,(e;,o*)-  M2(<,a*). 

On  tirera  de  là  les  3/z  quantités  (23)  sous  la  forme  de  fonctions 
linéaires  des  pa  et  des  n(l.  Donc  K2  et  K,  seront  des  formes  quadra- 
tiques définies  positives  des  pa  et  des  cra. 

Mais  les  pa  et  les  !7fl  sont  au  nombre  de  2/1;  <>n  pourra  dune  le> 
choisir  de  telle  façon  que  les  A„,  puissent  prendre  des  valeurs  imagi- 
naires arbitraires  et  que  1rs  \,„l!„,  =  \'w'  prennent  <]>■<  valeurs 
réelles  el  positives  complètement  arbitraires. 

Alors  —  sera  le  minimum  du  rapport  jJ-,  et  ~  en  sera  le  maximum. 
Posons 

*«  =  0i<ri+ 6.  o£ +  ...+  8,0*. 

Choisissons  ensuite  les  0  pour  que  le  rapport  soit  aussi  petit  que 
possible,  en  supposant  les  p*  et  les  a*  donnés.   Le  rapport  dépend 

encore  des  p*  et  des  tr*  et  son  maximum  nouveau  sera  p--  En  somme 
nous  retrouvons  tous  les  résultais  du  n°  5. 

Avant  d'aller  plus  loin,  observons  que  les  deux  tonnes  IL  et  II,, 
jouent  un  rôle  analogue;  toute  notre  analyse  subsisterait  si  nous  chan- 
gions EL  en  —  H0,  M3  en  —  M0  et  A  en  r  • 
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12.  —  Problème  du  vase  tournant. 


Considérons  un  vase  qui  contient  un  liquide  pesant,  mais  qui  esl 
assez  petit  pour  que  la  pesanteur  puisse  être  regardée  comme  constante 
en  grandeur  et  en  direction. 

(  le  vase  esl  animé  d'une  vitesse  de  rotation  uniforme  Q  autour  d'un 
axe  parallèle  à  l'ave  des  :.  La  surface  libre  du  liquide  en  équilibre 
n  est  plus  alors  un  plan  horizontal,  mais  un  paraboloïde  de  révolution. 

Toutefois  nous  supposerons  que  Q,  est  assez  petit  pour  que  l'on 
puisse  négliger  il2  qui  entre  en  facteur  dans  la  force  centrifuge  ordi- 
naire, sans  pouvoir  négliger  Q  qui  entre  en  facteur  dans  la  force  cen- 
trifuge composée.  A  cette  coud  il  ion.  nous  pourrons  regarder  la  surface 
libre  connue  un  plan  horizontal. 

Du  reste  si  l'on  avait  à  tenir  compte  de  û'\  il  n'y  aurait  à  faire  subir 
aux  résultats  que  quelques  modifications  très  simples. 

Il  s'agit  d'étudier  les  petites  oscillations  du  liquide  dans  ce  vase. 

Pour  cela  nous  allons  voir  comment  les  principes  du  n"  S  peuvent 
s  appliquer  au  mouvement  relatif  d'un  système  par  rapport  à  des  axes 
mobiles. 

Soit  un  système  formé  de  //  points  matériels 


La  masse  du  point  ///,-  sera  ///,  ;  ses  coordonnées  par  rapport  aux  axes 
mobiles  seront 

•'■<■    yn     -■, 

dans   I  état    d'équilibre,   el 

dans  l'état  de  mouvement. 

Si  les  axes  mobiles  sont  animés  d'une  vitesse  de  rotation  i2  autour 
de  I  axe  des  r.  les  projections  de  la  vitesse  absolue  du  point  m.  sur  le^ 
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trois  axes  mobiles  seront 

ê-û(r*+ii).     ^'  +  0(^+5,),     § 

.'i  l,i  force  vive  absolue  du  système  sera 


(t=-h2=(S-h£  +  S)+o2»(-î-*£) 

Le  premier  terme  représente  la  force  vive  relative,  le  second  et  le 
troisième  représentent,  au  facteur  près  12,  le  moment  de  rotation  clans 
le  mouvement  relatif;  le  dernier  tenue,  qui  contient  en  facteur  12-.  est 
négligeable. 

La  vitesse  angulaire  12  joue  le  rôle  de  q'h,  et  l'on  a,  en  négligeant 
dans  T  le  terme  en  12-, 


dT         v<        /     df\  </:  .         V"        /  tdrt  ''''- 

p>=te=±m{xdt-ydt)+2*m{*7û-  i 


d'où 
(2) 


JH_2=*±S±^-o2»(«2-rg 
(        -n2-({S-"S-u- 


I  >'après  une  remarque  faite  au  n°  8,  nous  pouvons  supprimer  dans  11 
les  termes  du  premier  degré  par  rapport  aux  q'a  qui  sont  représentés 
ici  par  le  second  tenue  de  l'expression  (2),  de  sorte  qu'il  rote 

1   "         H=2-7 d¥~       -"I,"(v77-"1^)-U 

d  où 

H,  =  02«(,g-ïg), 
H.  =  -  U. 
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Pour  passer  au  problème  du  liquide,  où  le  nombre  des  molécules 
est  infini,  il  suffil  de  remplacer  les  sommes  par  des  intégrales  et  il 

vient 

•d-  dp+ebf-i-d!? 
~dT*         ' 


Les  intégrations  sont  étendues  à  tous  les  éléments  de  volume  d-  du 
liquide. 

Quant  à  la  valeur  de  H0  =  —  U,  nous  l'avons  obtenue  au  n"  G;  nous 
avons  trouvé 


H„=-U=-     et* 


f> 


..,  du, 


l'intégrati îtant  étendue  à  tous  les  éléments  db>  de  la  surface  libre. 

Les  fonctions  ç.  Y],  '1  sont  assujetties  à  deux  conditions  : 
i°  I  In  doil  avoir  l'équation  de  continuité 

/  ,  \  d\  dr,  d"- 

(4)  ,77  +  d'y  ^  ,É=0i 

2°   Sur  la  paroi  du  vase,  on  doit  avoir 

(5)  l\  +  mr\  ■+-  nÇ  =  o, 

/.  ///,  //  étant  1rs  cosinus  directeurs  de  la  surface  de  la  paroi. 

On  peut  supposer,  en  outre,  que  les  diverses  molécules  du  fluide 
sont  soumises  à  des  forces  extérieures  el  «pie  le  travail  virtuel  de  ces 
forces  pour  des  déplacements  virtuels  o:,  Syj,  c"  des  molécules  esl  re- 
présenté par  l'intégrale 


fek(X%-hY&ï\  +  Z8li) 


qui  correspond  ainsi  à  la  somme  que  nous  appelions  dans  les  numéros 
précédents 
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Il  faut  donc  que  l'on  ait,  en  vertu  du  principe  de  Hamilton, 

f''  hu  +fd-(\x  +  y  Si]  +  zâr)  I 

en  supposant  que  §£,  et],  oC  sont  nuls  pour  t  =  t0,  t  =  t{  et  que  !;,  i),  Ç 
sont  assujettis  aux  équations  (4)  et  (5). 

On  peut  écrire  ceci  sous  une  autre  forme,  en  introduisant  deux  fonc- 
tions arbitraires  <|>  et  0, 


(6) 


[jT"[sh  +/*2x* +/"rfT+2f 

[  -1-  /  rfo>'9(Z§lj-l-  mJï]  4-  nSÇ)    =  o. 


La  troisième  Intégrale  est  étendue  à  tous  les  éléments  dw'  de  la  surface 
de  la  paroi  dont  les  cosinus  directeurs  sont  /,  m,  n. 

Cette  équation  (6)  est  évidemment  vraie,  quelles  que  soient  les 
fonctions  fy  et  G  si  Ç,  y]  et  "C  sont  assujetties  aux  conditions  (4)  et  (5), 
et,  en  vertu  des  principes  du  calcul  des  variations,  elle  sera  encore 
vraie,  pour  un  choix  convenable  de  ty  et  de  9,  sans  que  £,  ij,  ç  soient 
assujetties  à  aucune  condition. 

On  arrive  ainsi  aux  équations  du  mouvement  qu'on  aurait  pu  ob 
tenir  directement  et  qui  s'écrivent 

*1 

dt- 


1*2 

\  dt- 


dt2 


2Û-T   +   /: 

fit           il  1 

=  x, 

<7<           r/v 

=  Y, 

-•-as 

=  z, 

à  l'intérieur  du  vase  ; 

à  la  surface  libre. 

Je  prends  le  signe  —  devant  gl  dans  la  dernière  de  ces  équations, 
parce  que  je  considère  l'axe  des  z  positifs,  comme  dirigé  vers  le  bas. 

Ces  équations,  jointes  à  (4)  et  à  (5),  définiront  les  quatre  fonc- 
tions £,  y),  Z,  <\i. 
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Supposons,  en  particulier,  que  ces  quatre  fonctions  soient  propor- 
tionnelles à  >■''",  nos  équations  deviendront 

-X2£  -H21ÛXy)  +  ^=X, 

[    -A  Ç  +^z  -4, 

à  l'intérieur  du  vase; 

à  la  surface  libre. 

13.  —  Développement  en  série. 

L'élimination  de  '\>  entre  les  équations  (7  bis)  nous  conduit  aux 
équations  suivantes  : 


r/;  (/y/  rf;  (/G  d'y 

I   _  ^'/fË  —  *L^  _     'OX  —  —  —  —  — 

\  r/)-         rfa;  /        ~~  dz         dy         dx 

à  l'intérieur  du  vase; 

(  8  ) 

(   -^  =  Y  +  X»ij  +  a»ÛX5J 

^  '_'  r/co  =  o 

à  la  surface  libre. 

La  troisième  équation  (8)  est  une  conséquence  immédiate  de  |  j  I 
et  de  (5). 
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Supposons  maintenant  que  l'on  ail 

X=X0  +  XXn         Y  =  Y„  +  XYI,        Z  =  Z0  +  XZ( 

«M  que 

\  d  dx  -+-  Y0  dy  -+-  Z0  ^/r 

soil  une  différentielle  exacte. 

Développons  :,  /),  '-'  suivant  les  puissances  croissantes  de  X,  de  telle 
sorte  que  l'on  ail.  par  exemple, 

H  =  !>/';„. 

Alors  les  équations  (7  1er)  et  (8)  nous  donnent,  en  égalant  les  coeffi- 
cients des  puissances  semblables  de  'A  : 

Premier  groupe. 

•/-v  d\0  dY,         dZ, 

l         "*        dz  dz  dy  ' 

z        \  rv^.o        ctLl         dX, 

I  -n^i  __  rfXi  _  £Yi 

'         ~       rf;  f/r  efe 

à  l'intérieur  du  vase; 

à  Tintérieur  du  vase; 

(5  a)  /:„  4-  /«  r{„  -+-  n'Çt>  =  o 

pour  la  paroi  ; 


/  C0  r/w  =  o 
pour  la  surface  libre. 


•  |  i  H.    poinc\ré. 

Deuxième  groupe. 

el  deux  équations  qu'on  en  déduit  par  symétrie; 

(46)  *«  ■  rfT"  '  * 

(56) 

(86) 


rf.r         rfy 

■+- 

dz 

=  o. 

^,+  TOY), 

+  nl 

=  o: 

dÇ, 

C  !     = 

»  dr 

X 

- 

2lQY]0, 

&  dy 

Y 

-+- 

2ÏÛÇ., 

/ 


:,r/w 


Troisième  groupe  (n  >o). 
/       \  -n^-i         dr,,,        dln 

et  deux  équations  qu'on  en  déduit  par  symétrie, 

(  5  c  )  /;„_,  -h  iw  Y]n+1  -i-  «Çn+)  =  o. 

(Se) 


/« 


;/co  =  o. 


Voyons  comment  ces  trois  groupes  d'équations  vont  nous  permettre 
de  déterminer  par  récurrence  toutes  nos  inconnues  : 

i°  Les  équations  (7  a)  déterminent  H0  à  une  fonction  inconnue  près 
de  x  el   de  v:   les  équations  (8a)  achèvent  ensuite  la  détermination 
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de  £0.  Ces  deux  équations  (8  a)  sont  compatibles,  parce  que 

\„  dx  -+-  Y0dy 

est  pour  z  =  o  une  différentielle  exacte; 

2°  Pour  achever  la  détermination  de  £0  et  y)0,  nous  devons  nous 
servir  des  équations  (4«)  et  (5  a).  Ces  équations  nous  font  connaître 

_  +  _     et     /;0+,«ln, 

puisque  u0  est  entièrement  déterminé.  D'autre  part,  £0  et  ï]0  sont  déli- 
ais ;'i  deux  fonctions  arbitraires  près  de  x  et  de y\  c'est-à-dire  (pie  l'on  a 

ijj,  et  Y]J,  étant  entièrement  connus,  pendant  que  ?"  et  Y]ô  ne  dépendent 
que  de  x  et  de  y.  Les  équations  (4  a)  et  (5  a)  peuvent  alors  s'écrire 

^a)  è  +  ^°  =  ?'        *Ç;-»-»M|;-Knô  =  o, 

o  et  0  étant  deux  fonctions  connues  de  x  et  dey. 

Ces  équations  ne  sont  pas  toujours  compatibles.  Soit,  en  effet, 

z  =  h(x,y) 

l'équation  de  la  paroi  du  vase.  Les  cosinus  directeurs  /,  m,  n  sont  pro- 
portionnels à 

dh      dh 

dx       dy' 

de  sorte  que  la  seconde  équation  (9  a)  peut  s'écrire 

r„  dh  „  dh         , 

Soit  alors  F  (h)  une  fonction  de  h  qui  s'annule  pour  h  =  o;  on  aura 
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l'intégration  étant  étendue  à  toute  la  surface  du  vase,  puisque  sur  le 
bord  du  vase  F(h)  s'annule. 

Cela  peut  s'écrire,  en  tenant  compte  des  équations  (9  a), 

(10a)  fdxdy[F(h)o  +  P(A)Ô]  =  o. 

Il  faut  donc  que  X,,  Y,,  Z,  satisfassent  à  certaines  conditions  que  je 
n'écrirai  pas. 

Supposons  la  condition  (10  a)  satisfaite;  je  dis  qu'elle  sera  suffisante 
pour  que  l'on  puisse  déterminer  ^  et  r\"0,  de  façon  à  satisfaire  aux 
équations  (9  a). 

Nous  pouvons,  en  effet,  toujours  trouver  deux  fonctions  E'„  et  r\a  qui 
satisfassent  à  la  première  des  équations  (9  a) 

<#'<>    ■    dlit>  _  - 

d.r  dy  '  ' 

Cela  peut  se  faire  d'une  infinité  de  manières;  on  peut,  par  exemple, 
prendre 

*)'o  =  °>        Ê'o=/     ~idx- 

On  aura  ensuite 

Y„       y-        di>  ,,         •        dit 

V     >      L  ,  y,     Yi     -4—    — —  1 

~'>~  '"       dy  io        Jo       dx 

l  étant  une  fonction  auxiliaire. 

La  seconde  équation  (9  a)  montre  ensuite  que  '}  doit  satisfaire  à  une 
équation  de  la  forme 

,         ,  .  s  dit  dh         dh   di>         ,,. 

(9ablS)  7LrTy-7uTy=(^ 

9*  étant  une  fonction  connue  de  x  et  de  y.  En  vertu  de  (10  a),  on 


(loabis)  fdxdyF'(h)()'=o. 

Prenons  alors  un  système  particulier  de  coordonnées  qui  compren- 
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dra  la  variable  h  et  une  variable  s  qui  variera  de  o  à  271  quand  on  fera 
le  tour  de  l'une  des  courbes  fermées  h  =  const.  Soit  J  le  jacobien  ou 
déterminant  fonctionnel  de  x  et  dey  par  rapport  k  s  cl  à  h.  Les  équa- 
tions (9  a  bis)  et  (10  a  bis)  deviendront 

(qater)  #=.T0*, 

as 

(water)  f f F' (A).lO'  dhds  =  o. 

L'équation  (loater)  ayant  lieu,  quel  que  soit  F'(A),  nous  pourrons 
écrire 

(10  a  quater)  f      JQ*ds  =  o. 

L'équation  (gâter)  nous  donne 

|  =  /    .10*  ds  -f-  fonction  arbitraire  de  //. 
Mais,  pour  que  cette  fonction  soit  uniforme,  il  faut  et  il  suffit  que 
f  "".IOV.v  =  o. 

Or  cette  condition  est  remplie  en  vertu  de  l'équation  (10a quater). 

3°  La  fonction  fy  n'est  encore  déterminée  qu'à  une  fonction  arbi- 
traire près  de  h  que  j'appellerai  /(h);  si  cette  fonction  /(h)  étail 
connue,  les  équations  (76)  et  (8  b)  détermineraient  'C,  complètement 
et  H,  et  y],  à  des  fonctions  arbitraires  près  de  x  et  de  y.  Il  est  aisé  de 
vérifier  que  les  équations  (8  b)  sont  toujours  compatibles. 

4°  H  faudrait  ensuite  achever  la  détermination  de  Ç,  etvj,  à  l'aide 
de  (4  b)  et  (5  b);  pour  cela  posons 

S',  et  Y)',  étant  entièrement  connues,  tandis  que  !j"  et  vj*  ne  dépendenl 
que  de  r  et  dey. 
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Nous  arriverons  à  des  équations  de  même  forme  que  (9  a)  qui  s'écri- 
ront 

,  dH".         tir,.  v-..  dh  dh         r, 

où  -p,  et  0,  sont  deux  fonctions  connues.  Pour  que  ces  équations  soient 
compatibles,  on  devra  avoir 

I  106)  f dxdy[F(h)<D{-hF'(h)Qt]  =  o. 

">"  J'ai  dit  que  ",,  -.-  ,  -,-,  0,  et  0,  étaient  des  fonctions  connues, 
1  az      d:     ' 

mais  en  supposant  que  la  fonction  f  (h")  soit  connue  elle-même. 

.le  vais  maintenant  me  servir  de  l'équation  (10  b)  pour  achever  la 

détermination  de  /(h). 

di     dr      .  di 

Nous  connaissons  complètement  l0,  -p >  -~;  il  en  résulte  que  -p  et 

-p  sont  aussi  entièrement  connus;  au  contraire,  -p  n'est  pas  complè- 
tement déterminé,  parce  que  -p  —  -p;  ne  l'est  pas. 

£0  est  déterminé  au  terme  près  —f(h)  y-,  =  —  -^4 —  etY]0  au  terme 

près  /  (h)-p  =  •  •  11  en  resuite  que  -p  sera  détermine  au  ternie 
près 

La  valeur  de  Z,  pour  r  =  o  nous  est  donnée  par  les  équations  (8  6); 
mais  comme  £„  et  ï)0  ne  sont  pas  entièrement  déterminés,  ces  équa- 
tions nous  montrent  que  -p  et  ~  sont  déterminés  à  des  termes  près 

en 

,    ïiudf{h)>  [    aiu  rf/(A) 

g       dx    '  g       dy 

et,  par  conséquent,  Ç,  à  un  terme  près  en 
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en  supposanl .  ce  qui  est  permis, 

//(A)rfw  =  o. 
La  valeur  de  Ç,  pour  z  =  h  esl  alors  déterminée  à  un  terme  près  en 

'•I  l'équation  (106)  prend  la  forme 

(    /  <fetf/|  -  F(A)A/(A) 
(  i  o  A  A/.v  )  . 

■+"  F'(A)(  hàkf-  — ^J    =  expression  connue, 
du  bien 

j  fidhds\(h¥  -F)i  fàh+f  Dh) 
(iobter)\J  L 

f  — - —    =  expression  connue, 


f///\2      ,  dh  / 


où  |  ai  pose  pour  abréger 

En  intégrant  par  partir  et  remarquant  que  F(  I,  )  s'annule  pour  //  =  o, 
on  trouve 

-  j  dx  dy  F(  h  )  \f(l,  )  =fdx  dy  F'(h  )f(h)  D//  ; 

de  sorte  que  l'équation  (10  l>  ter  )  devient 

j  JF'dkdsUifAh  +  hf"\M,  -+-/'  -  ~^)=  expression  connue. 

La  fonction  F'  étant  connue,  on  peut  tirer  de  là  l'équation  différen- 
tielle qui  définira  la  fonction  /'. 

Journ.  de  Math.  (5-  série),  tome  II.   —  Fasc.  III,   1896.  33 
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Soit,  on  effet, 


A  =  f     i\  )//  ds,        B  =  f    .1  ±/<  ds,        <  :  =  f     J  ds  : 


A.  B,  C  sonl  des  fonctions  connues  de  h. 
\otre  équation  différentielle  s'écrit  alors 

(n)  AA/'  +  /'(B/i  +  C)  +  KC/=E, 

E  étanl  une  quatrième  fonction  connue  de  h. 

(  l'est  là  une  équation  différentielle  du  deuxième  ordre  qui  ne  déter- 
mine la  fonction  /'qu'à  deux  constantes  arbitraires  près. 

\  usons  comment  on  peut  déterminer  ces  constantes. 

Je  supposerai  que  la  fonction  h  n'a  qu'un  seul  maximum  que  j'ap- 
pellerai A,,,  de  telle  façon  que  les  courbes  h  =  const.  soient  des  courbes 
fermées  s'enveloppanl  mutuellement.  C'est  d'ailleurs  ce  que  j'ai  déjà 
supposé  implicitement  en  prenant  les  variables  A  et  s. 

Cela  posé,  j'observe  que  .1  s'annule,  ainsi  que  DA,  pour  A  =A0.  11 
en  résulte  que  A,  B,  <  '.  et  K  s'annulent  également  et  il  en  est  de  même 

v  t;  .  E 

de     •  tandis  que  '.  reste  fini  et  qu'il  en  est  de  même,  en  général,  de  ^- 

Si  j'écris  l'équation  (il)  sous  la  forme 


^+/K  +  I)  +  K/^, 


je  vois  que  le  coefficient  de  /"  s'annule  deux  fois  :  pour  lt  =  o  et  pour 
h  =h0. 

11  en  résulte  que  pour  //  =  o.  par  exemple,  l'intégrale  générale  de 
l'équation  (n)  devient  infinie,  ou  du  moins  que  ses  dérivées  d'ordre 
suffisamment  élevé  deviennent  infinies. 

Si  donc  on  veut  que  /'  reste  fini  pour  h  --  o,  ainsi  que  toutes  ses 
dérivées,  il  faudra  assujettir  les  deux  constantes  d'intégration  à  une 
certaine  relation. 

De  même  si  l'on  veut  que/reste  fini  pour  h  =  //„.  ainsi  que  toutes 


SUH  L  EQUILIBRE  ET  LES  MOUVEMENTS  DES  MERS.        201 

ses  dérivées,  il  faudra  assujettir  les  deux  constantes  d'intégration  à 
une  seconde  relation. 

(  les  constantes  devant  ainsi  satisfaire  à  deux  relations  seront  entiè- 
rement déterminées. 

La  fonction  /'  est  donc  déterminée  complètement,  ainsi  que  :„,  y]„, 

Y    "^     '/r'<     ~      >i  A 
- 1    ,    '  -J    '  0 ,  e  I  IJ . . 

6°  Les  fonctions  o,  el  0,  ainsi  déterminées  satisfont  à  la  condition 
(10  b)  ;  on  déterminera  H,  et  r\  par  les  équations  (9  b);  ce  qui  nous 
fera  connaître  :,  et  r\n  non  pas  complètement,  mais  à  des  termes  près 
en 

-   ft(h)zr    et    fi(h)z-' 

l\\  h  )  étant  une  nouvelle  fonction  arbitraire  de  //. 

-"  Nous  formerons  une  équation  (10c)  avec(4c)  el  (5c)  de  la 
même  manière  que  nous  avons  formé  (ioa)  avec  1  \a)  et  (5a)  et 
(10  b)  avec  1  1  /'  )  et  (  Wm;  traitant  ensuite  <  toc)  coin  me  nous  venons 
de  traiter  |  tô  è),  nous  déterminerons  /',(  h  ).  La  détermination  de  :, , 
rj,  el  '1,  sera  ainsi  achevée. 

8"  Par  les  équations  <  7  c)  et  (8  c)  nous  déterminerons 

.,         <!■-,,       efoij 
-'      ,73'      ,/c  ' 

90  La  condition  (10c)  étant  remplie,  les  équations  ('\c)  et  (5c) 
sont  compatibles.  Elles  nous  donneront  ç.,  et  y]a  à  des  termes  près  en 

-/;«g  «  /-.(*>£. 

/,(/«)  étant  une  nouvelle  fonction  arbitraire. 

10"  On  déterminera  f2(h)  comme  on  a  déterminé  /(  h)  el  /,(/<). 
La  détermination  de  ïj2,  y]2,  £2  sera  alors  terminée. 

lu  ainsi  de  suite. 

Nous  avons  dû  supposer  plus  haut  que  non  seulement  X0,  Y0,  Z0, 
mais  X,,  Y,,  Z,  doivent  satisfaire  à  certaines  relations.  La  généralité 
se  trouverait  ainsi  restreinte,  et  pour  éviter  cela  nous  poserons  non 
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plus 

X=\„    !     /A,. 

niais 

X  =  Xll-t-XX,-t-X2X.,,         Y  =  Y0+aY,  +  X2Y2 

Nos  équations  doivent  alors  être  modifiées. 

, -v  ,.  .  .  ,  ...  ,  ,  rf\  ,  <7Z., 

I  »;in--  I  i -M  ual  ion  (-h)iiii  doil  a  1011 1er  un  second  membre     , ;— " 

1  '  ■'  as  a  y 

el  il  faut  modifier  de  même  les  autres  équations  déduites  de  (  ~  />)  par 

symétrie. 

Les  équations  (8  c)  doivenl  également  être  modifiées  pour  n  =i  et 

I  on  doil  les  écrire 

S-#-!  =  E,  -310*,+  X2, 

Tout  ce  que  nous  axons  «  1  j  1  subsiste  d'ailleurs  et  les  fonctions  X2,  Y,, 
Z2  peuvenl  être  quelconques. 

Nous  axons  ainsi  le  moyen  de  développer  ;,  Y),  Ç  suivant  les  puis- 
sances de  a:  niais  le  domaine  de  convergence  est  évidemment  limité. 

Ces!  ici  qu'on  peut  appliquer  les  principes  du  u°  1  I. 

Nous  axons  xu  que  dans  le  cas  où  il  x  a  un  nombre  fini  de  degrés 
de  liberté,  les  quantités  qa  (  <|iii  sont  analogues  à  E,  y),  'Ç)  sont  des  fonc- 
tions rationnelles  «le  X,  dont  les  infinis  sont  les  quantités  ±  '/.,„. 

[ci,  le  nombre  des  degrés  de  liberté  étant  illimité,  E,  rr  Z  seront  des 
fonctions  uniformes  (el  1res  probablement  méromorphes)  de  X.  lui 
multipliant  le  développement  de  \  suivant  les  puissances  de  a  par  un 
polynôme  tel  que  le  suivant 

(X2-  X2)(X2-X2)..,(Xi-X;1  ,)(X2-  X2,), 

on  étendra  donc  beaucoup  l'étendue  du  domaine  de  convergence  (il 
est  même  probable  qu'on  pourra  l'étendre  indéfiniment)  et,  d'ailleurs, 
on  augmentera  la  rapidité  de  la  convergence. 

De  là  l'intérêt  <  1 1 1  î  s'attache  à  la  détermination  des  X,„.  Nous  avons 
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vu  que  cette  détermination  pouvait  reposer  sur  la  considération  du 
rapport  -jr^;  ici  ce  rapport  s'écrit,  en  faisant,  par  exemple,  />  =  3, 

-  /   *l$ÏH-!|ï-t-ÇÏ)4-  g  f   ^t/,., 
(.2) 


J'observe  que  ce  rapport  esl  essentiellement  positif.  En  effet,  si  nous 
supposons,  comme  il  convient,  \„.  Y„,  Z„,  Y,,  Y,,  Z,,  réels,  \,,  ï  ,. 
Z,  purement  imaginaires;  il  arrivera  que  ;,,,  Y]u,  Ç2,  z.t,rr,,Z.,  seront 
réels,  tandis  que  :,,  r,,,  '_'.,  seront  purement  imaginaires 

Les  fonctions  ij„,  y)„,  £„  dépendent  évidemment  du  choix  de  \,  ^  ,  Z; 

supposons  donc  qu'on  choisisse  \,  Y,  Z,  de  façon  que  le  rapport  ■£ 

soit  maximum.  Le  maximum  ainsi  obtenu,  que  j'appellerai  le  premier 

maximum,  est  précisément 
.  .        .  *î 

boit  maintenant 

X  =  a,  A ,  -+-  a,  A,  4- .  .  ■+-  <x.pAp, 
Y  =  a,  15,  -+-  y.2  \>,  -+-..  .  -1-  a^Bp, 
Z  =  a,  C,  +a,C,  +  ...+  xpCp, 

lésa  étant  des  coefficients  indéterminés,  les  A,  B,  C  étant  des  fonc- 
tions quelconques  tic  x,  y,  z. 

Les  fonctions  A,  l>,  (  '.  étant  d'abord  supposées  <! ées,  choisissons 

les  coefficients  -/..  de  telle  façon  que  le  rapport  (12)  soit  minimum.  Soil 
Il  le  minimum  ainsi  obtenu.  Ce  minimum  I!  dépend  du  choix  des 
fonctions  A,  1>,  (1;  choisissons  ces  fonctions  de  telle  façon  que  It  soil 
maximum.   Le  maximum    ainsi  obtenu    sera    ce  que    j'appellerai   le 

p,ewe  maximum  du  rapport  (12);  il  scia  égal  à  .',- 

Tout  est   donc  ramené  à  l'étude  des   maxima  successifs  du    rap- 
port (1 2  ). 
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14.  —  Cas  d'une  profondeur  très  petite. 

Tout  ce  qui  précède  est  susceptible  d'importantes  simplifications, 
quand  la  profondeur  du  vase  est  infiniment  petite. 

Nous  pouvons  alors  développer  toutes  nos  quantités  suivant  les 
puissances  croissantes  de  :  et  uégliger  le  carré  de  s.  Nous  aurons  alors 


X  =  X+r\",         Y  =  Y'+sY",         Z'  =  Z'-j-zZ-, 

:  .  :" Y,  X" étant  des  fonctions  de  x  et  de  y. 

La  troisième  équation  (  j  ter)  devient  alors 

'dH        c/t/  ,  ,n.„,       dX'        dY' 


-ni -S)  2imi: 

Les  équations  (8)  deviennent 


4  =  X'+a»N2^', 


/':  -ffoi  =  o. 


D'autre  part  (  4)  nous  donne  (en  négligeant   les  tenues  en  3  devant 
ceux  qui  ne  contiennent  pas  z) 


dV         rfr/ 


;*=o 


dj;         dy 
et  i  5)  devient,  en  négligeant  les  termes  en  z-,  zli 


,  on  ,  un         v,         ■  v,. 
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En  éliminanl  £"  entre  ces  équations,  nous  trouvons 


2  5  5 


- .,  ,  ilz  t/r,  ^     '()',/  ";  ''T>    \  "^ 

\dy         il.r  ■      dx        dy  '        dv 

d(hl  I    ,    rf(AV)       y. 


da 


du-  dy 

Je  transcris  ces  équations  en  supprimant  les  accents  devenus  inutiles, 


(m 
,  l) 


■~  dx 


X  +  A"  H  —  ■Alil'/.r. 


I  -  gf  =  X  +  X'ïi  +  aiûXÇ, 

/  1'  rfû)  =  o, 


.■/:-        dr, 


uQ\($ 


t\       d\ 

',  dx        dy  dy        dx 

rf(AÇ)  'll/lr,) 

•  Il  l/\ 


Développons  maintenanl  toutes  ces  expressions  suivanl  les  puissances 
de  /.  el  soil 

\       \„  -/.\,+  /.!\r         Y  =  Y,  +  XY1  +  X2Y„ 
f  =  5,-HX*1+-X»Ç,-i-...-t-X'' &,  +  ..., 


Nous  arriverons  à  la  série  d'équations  suivant! 


Premier  groupe. 


(ia) 
I  2  a  i 


x0,        *£  =  y„ 


/  '-','/w 


avec  la  condition  —  =  — 


(4  a) 


/  </;,    ,    '/-r...  ,_  rfX,        çfri 
t/v    ""    dy    ~  to" 


i5G 


II.     POIXCARE. 


Ci  A) 

(2  b) 

,  ;/o 
i  {6) 

M    C) 
(2  C) 

(3c) 
(irf) 

(2rf) 

(3rf) 
(4rf) 


/'.//  <  ième  groupe. 


777 


/  £,  oTco  =o, 


.„/«£,         rfnA         rfX.         rfY,         </:,, 

rfn„ 

"  777 

«■/A:,          rfÀrM          j, 
7/r               ^TjT   —  '"• 

Troisième  groupe. 

■(-,*  =  x,-*o,.h.{„ 

1    -?§  =  V,  +  -ï/!H,+v 

/  'C  e/co  =  o, 

l//.r          rfy  /         dy         djc7 

dht,          dlrr,,         y 

Quatrième  groupe  (n  >  2). 


*/•  — 

•-  d.r 


C  

»  <7> 


/  l„  rfw  =  o, 


2lU\da:   "^   rfr  j  —     rfy     ""     d.r 

<//<£„         dlit)n  v 

1ZJ  +  ~dy~  ~~   ■"• 
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\  ces  équations  il  faut  adjoindre  les  suivantes  : 
Soit  h  (  h  )  une  fonction  quelconque  de  //  s'annulant  pour  //  =  o,  on 
aura,  comme  dans  le  numéro  précédent, 

/*.[pW(«  +  ^)  +  (F-*P)(*+*)]  =  „I 

d'où  l'on  tire  les  équations 

/*•[»•«.*   KF      *P)(f  -£)]  =  •. 

/*.[»ÛC.P  +  (F-*P)(^i- %!)]  =  ,, 

L'équation  (10  a)  est   une  condition  à  laquelle  doivenl  satisfaire  les 
fonctions  \,  et  Y,. 

Les  équations  (io&)  e1  (ioc)  doivent  servir  à  déterminer?  .  r  . 

:„-,.   ;, 

Voici  comment  se  dirigeront  les  calculs  : 
Les  équations  (i  a)  el  i  2  o)  détermineront  Ç0; 
Les  équations  (  !  a  )  et  (  \  a  ).  qui  sont  compatibles  si  la  condition 
1  iofl  I  est  satisfaite,  détermineront  :,,  et  r„  à  >]<■<  termes  près 

dfo(h)         et         <A,(/Q 
dy 

/'„(  A  >  étant  une  fonction  arbitraire  de  //. 

Les  équations  (  1  b)  et  (2  b)  détermineront  Ç,  au  terme  près 

o 

En  même  temps  ~  —  ~  sera  déterminé  au  terme  près  —  A  f„\  h  1 
de  sorte  que  l'équation  (10  b)  prendra  la  forme 

/   '/co    —  ^TT  F'/o  -t-(^  F'  —  I7)  A/0    =  expression  connue. 
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C'esl  l'équation  (lobbis)  du  numéro  précédent  et  nous  avons  vu 
comment  il  faut  la  traiter  pour  déterminer  /„(./')• 

La  fonction  f0(  h  |  étant  ainsi  connue,  la  détermination  de  ï„.  /,„.  t\ 
se  trouve  achevée. 

Et  ainsi  de  suite. 

Pour  pouvoir  appliquer  les  principes  du  n"  11.  il  nous  faut  voir  ce 
que  deviennent  nos  fonctions  IL,  H,,  11„  au  degré  d'approximation 
adopté.  On  trouve  aisément 

H--=J——3ë-' 


H,  =  -  f  fVdm. 


Le  rapport  -.  :  prend  alors  la  forme 

"■3 

-  fh  du>  m  -+-  t,  ;  )  -+-  ïf  :*  fAo 

/A  rfto(?|  +  v)|  )  —  #/ÇJ  cta 

En  tenant  compte  des  équations  (i  d)(n  =  4)  et  (J\<l  H  n       3  )  cette 
expression  <  I  >  \  ienl 


(5) 


ri  elle  ne  contient  plus  que  trois  fonctions  arbitraires 

Ces  trois  fonctions  ne  sonl  pas  cependant  entièrement  arbitraires; 
car  elles  sonl  assujetties  à  la  coud  il  ion  (id){  n  =  (\  )  et  à  la  condition 
roc  )(n  =4)- 

Ces  conditions  sont  d'ailleurs  les  seules.  Si  elles  sont  remplies,  on 
pourra  à  l'aide  de  (3d)  et  (4  d)(n  =  4)  puis  de  (id),  (a  d)(n  =  5) 
,•1  i  i oc)(«  =  5),  déterminer  ;,.  y,.,,  '-'(1  >'t  ainsi  de  suite. 
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I!  reste  à  voir  que  ces  fonctions?,,  yj8,  Z.  soin  compatibles  avec  les 
équations  (i  a,  />,  c),  (2  a,  h.  c),  (3  a,  6,  c),  (  ï  a,  A,  c),  (  m  a,  b), 
(  1  •  -A  «      3  el  1  ),  (  2  rf,  //  =  3  el  1  »,  (  3,  \  dn  =  3)  (10,  c,  «  =  3). 

Or  oci  ii-  compatibilité  esl  évidente,  (id,  n  =  4)  donnera  :.,<■!  r|L,  el 
entraînera  comme  conséquence  (3tf\  n  =  3);  (]</,//  '>)  nous 
donnera  -;  el  entraînera  |  coc,  n  =  3)  et  (2d,  n  =  3). 

Ensuite  (id,  rc  =  3)  donnera  lt  et  y),  et  entraînera  (3c);  (  \c) 
donnera  "-.,  el  entraînera  (  io  c,  n       2  )  el  1  2  c  ). 

On  pourra  choisir  V  el  ï  .  arbitrairement;  (ic)  donnera  :„  el  r1(l  el 
entraînera  (  3  6);  (  \  b)  donnera  '_',  ei  entraînera  (  io  h  )  el  (  2  A). 

Enfin  (1  b)  d iera  X,  et  Y,  el  entraînera  1  3b  >;  (4a)  donnera  '-'„ 

■  •ï  entraînera  (10 a)  et  (  2a);  (ra)  donnera  X„  el  Y0. 

\  oyons  maintenant  si  nous  ne  pouvons  pas  nous  affranchir  de  ces 
deux  conditions  (  2  a*,  n       \),  1  [oc,  //       j  1. 

Pour  cela  j'observe  d'abord  que  si  j'ajoute  à  !j,  une  constante  quel- 
conque le  dénominateur  de  (5  )  ne  change  pas. 

lien  csi  encore  de  même  si  j'ajoute  respectivement  à  :..  r(l,  Ç,  les 
termes 

_  dj(h)        <//(/,)  a  tu  /•(/,) 

^y    '      «te    '    ^       é'      ' 

/'(  //  )  étanl  une  fonction  quelconque  de  //. 

<  >  1 1  est  donc  amené  à  chercher  à  déterminer  cette  fonction  f(  h  )  de 
telle  façon  que  le  numérateur  soit  minimum. 

Je  puis  encore  énoncer  le  problème  en  d'autres  termes  :  quelle  est 
la  condition  que  doivent  remplir  les  fonctions  ;.,,  rr,/C,  pour  que  le 
numérateur  augmente  quand  on  change  E.,,  y].,,  \,  en 

et  cela  quelle  que  soit  la  fonction  arbitraire  /'(  //)  ? 

Ecrivons  donc  que  la  variation  de  ce  numérateur  est  nulle  : 

( 0 )  -///(:'.  0';    +  ï]  ,  Sï]  ,  )  du  +  gf  ! ,  SÇ .,  a*co  =  o. 
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Cette  condition  doit  être  remplie  quelle  que  soit  f(h)  quand  on  fait 


df{h)  j      _  df(h) 


nil,      *,.  =  «£•.      K  =  +  -f, 


d'où 


I  6  bis  )  I  h  f  [l,  jj  -  »),  %\  )  dtù  +  2 iùj  'C.,  fdu  =  o. 

Posons  /=  F',   /"=F";  nous  pourrons  encore  supposer  que  F 
s'annule  pour  h  =  o,  et  nous  aurons 

/AF"(Hs|-v,3§)^  +  2^F^  =  o. 

Or,  hF"  est  la  dérivée  de  hF'  —  F,  et  comme  hF'  —  F  s'annule 
pour  //  =  o,  l'intégration  par  parties  nous  donnera 

f*r  '(?.£  "  *=)  *•  =  -  /<'«F'  "  F>  (t +  è)  *•• 

On  tire  de  là 

(6  ter)        /[(F-AF)(|-ë)  +  -^F']^  =  o, 

ce  qui  n'esl  autre  chose  que  l'équation  (ioc,  «  =  4)- 
Si.  de  même,  dans  l'équation  (6  bis)  nous  faisons 

il  vient 

/"^  c/co  =  o 

ce  qui  n'esl  autre  chose  que  l'équation  (zd,  n  =  4)- 
Nous  sommes  ainsi  conduits  à  renoncé  suivant  : 
Considérons  le  rapport  (5)  où  i;,,  y]3,  Ç,  sont  trois  fonctions  tout  à 


sur,  l'équilibre   ET  LES   mouvements  des   mers. 
fait  arbitraires;  ou  mieux  le  rapporl 

/  (/(  h-  ■+-  hi>-  ■+-  §  w!  i  dw 

où  j'ai  posé 

de  telle  façon  que  les  trois  fonctions  arbitraires  «,  c,  w  soient  réelles. 
Posons  maintenant 

d  i\  h  ) 
u  =  a ,  u ,  H-  a„  «2  -+- . . .  +  <x.p  up 

df(h) 
v  =  a, o,  +  a,  p,  -+-...+  a,  v>  +  ~^— ' 

2Q  /-(A) 
«J  =  0C,«J,  —  K2UP,  -+-...+  XpWp '— 

I  (ans  ces  expressions  les  %,  sont  des  coefficients  indéterminés,  les  //,, 
1rs  p,-,  lesw,  des  fonctions  complètement  arbitraires;  /'(  //  )  une  fonction 
arbitraire  de  //. 

Regardant  d'abord  les  «,-,  les  p,-,  les  w,  comme  déterminés,  nous 
choisissons  les  a,  et  f{  h  )  de  telle  façon  que  le  rapport  (  5  bis  )  soil  aussi 
petit  que  possible;  soit  R  le  minimum  ainsi  obtenu  qui  dépendra 
des  a  .  des  p,  et  des  «>,-;  choisissons  les  a,-,  p£-,  u  ,  de  façon  que  I!  soit 
aussi  grand  que  possible;  le  maximum  ainsi  obtenu,  que  j'appellerai 

le  p  -+-  iléme  mari  m  mu  sera  —  • 

La  définition  du  />  -+-  ilcme  maximum  se  trouve  ainsi  un  peu  modifiée 
puisqu'au  lieu  de  p  —  i  coefficients  arbitraires,  on  a  p  coefficients  arbi- 
traires oc,  et  une  fonction  arbitraire  J\  h  ).  Mais  cette  modification  n'a 
rien  d'essentiel. 

Ainsi  la  détermination  des  périodes  des  oscillations  propres  du 
vase  tournant  est  ramenée  à  la  recherche  des  maxima  successifs 
du  rapport  (5  bis). 

De  cette  détermination  dépend,  comme  je  l'ai  expliqué  à  la  fin  du 
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numéro  précédent,  la  possibilité  d'étendre  le  domaine  de  convergence 
îles  séries  procédant  suivant  les  puissances  de  A  et  d'augmenter  la 
rapidité  de  leur  convergence. 

Vinsi  l'étude  du  mouvement  des  mers,  en  tenant  compte  de  la  rota 
tion  du  Globe,  se  trouve  rattachée  aux  principes  exposés  dans  la  pre 
mière  Partie  de  ce  Travail,  où  je  négligeais  cette  rotation. 

Dans  un  cas  comme  dans  l'autre  on  est  amené  à  envisager  les  ma\i  ma 
successifs  du  rapport  de  deux  intégrales. 

C'esl  ce  qu'oD  comprendra  mieux  d'ailleurs  si  je  montre  ce  que  de- 
vient le  rapport  (5  bis)  quand  on  suppose  la  rotation  nulle. 

On  a  alors 

O  =  o,  11  =  v  =  o 

et  le  rapport  se  réduit  à 

/\v-  ihn 


/*[£HS)> 


ce  qui  est  précisément  le  rapport  envisagé  au  n"  6. 

Il  resterait  à  tenir  compte  de  la  coui^bure  ;  mais  c'est  ce  qui  pourrait 
se  faire  d'après  les  mêmes  principes. 
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Sur  une  .surface  du. sixième  ordre  liée  aux  fonctions  abéliennes 
de  genre  trois; 

Pvr  M.   Georges  HUMBERT. 


1.  Les  surfaces  hyperelliptiques,  pour  Lesquelles  les  coordonnées 
d'un  poinl  sont  dos  fonctions  quadruplement  périodiques  de  deux 
paramètres,  et  que  j'ai,  après  M.  Picard,  étudiées  dans  ce  Journal 
<  y  série,  t.  1\),  peuvenl  être  définies  d'une  manière  purement  géomé- 
trique. Soit,  en  effet,  C  une  courbe  de  genre  deux;  imaginons  qu'une 
surface  algébrique  S  suit  liée  à  C  de  telle  sorte  qu'à  un  couple  de 
points  de  C  corresponde  un  seul  point  de  S,  c'est-à-dire  que  les  coor- 
donnée cartésiennes  d'un  point  de  la  surface  puissent  s'exprimer  par 
les  relations 

\,=  b,(;,^,:^2>         («  =  i,a>3), 

ou  -■<•  7n  i  »a>  Y)2  désignent  les  coordonnées  de  deux  points  quelconques 
de  la  courbe  C,  et  les  F,-  des  fonctions  rationnelles,  qui  restent  inal- 
térées quand  on  permute  ij0Y],  et  l^-f],;  il  est  clair  que  S  sera  une 
surface  hyperelliptique.  En  effet,  représentons  par  g,  (£)  d\  et  g2  (£)  d \ 
deux  différentielles  abéliennes  distinctes  de  première  espèce  apparte- 
nant à  la  courbe  C;  si  Ton  pose 
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on  sait,  par  la  théorie  de  l'inversion,  que  toute  fonction  rationnelle 
symétrique  en  ;,,/,,  et£s,  yj2  est  une  fonction  abélienne  de  u,  v,  à  quatre 
paires  de  périodes;  ce  qui  démontre  la  proposition. 

Sous  ce  point  de  vue,  les  surfaces  livperelliptiqucs  apparaissent 
comme  un  cas  particulier  de  surfaces  plus  générales,  qu'on  obtient  en 
remplaçant,  dans  la  définition  géométrique  ci-dessus,  la  courbe  C,  de 
genre  deux,  par  une  courbe  de  genre  quelconque,  et  dont  on  peut  dire, 
plus  brièvement,  qu'elles  représentent  les  roupies-  de  points  d'une 
courbe  quelconque.  Le  présent  Mémoire  a  pour  objet  l'étude  d'une  de 
ces  surfaces,  qui  correspond  à  une  courbe  de  genre  trois,  et  qui  se 
trouve  liée,  d'une  manière  remarquable,  à  la  surface  de  Kummer;  ses 
propriétés  conduisent  aussi  à  quelques  théorèmes  simples  sur  la  courbe 
(ilane  du  quatrième  ordre. 

2.  Établissons  d'abord  une  proposition  relative  au  genre  de  nos  sur- 
faces, dans  le  cas  général. 

Supposons  que  la  correspondance  entre  la  surface  S  et  la  courbe  <  1, 
de  genre  p,  soit  une  correspondance  point  par  couple,  c'est-à-dire 
qu'à  un  couple  de  points  de  C  corresponde  un  et  un  seul  point  de  S, 
ainsi  qu'on  l'a  admis  plus  haut,  et,  de  plus,  qu'à  un  point  de  S  corres- 
ponde un  seul  couple  sur  C;  il  est  aisé  de  déterminer  le  genre  de  la 
surface. 

Ce  genre  en  effet,  par  définition,  est  égal  au  nombre  des  intégrales 
doubles  abéliennes,  linéairement  distinctes,  de  la  forme 


ry,<p(x„x2,x,)rfxlrfxa, 

qui  restent  finies  sur  toute  la  surface;  or,  en  vertu  des  relations  i  i  ), 
une  telle  intégrale  s'écrit 

/"étant  une  fonction  rationnelle  de  H,,  Y],  :  :_..  rl _,. 
f—     \dl±  à*l  _  ^FJ  ^El\ 

J  —   ï  l<);,     <)t,  dlt     dit  y 
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qui   change   de  signe  quand   on    y  permute   :,,  Y],    et  !;,,  r,_,   ('). 
<  )r.  pour  que  la  nom  elle  intégrale  double  reste  l'une,  il  esi  nécessaire 
que  l'intégrale  simple 


/> 


où  ç2,  rja  sont  supposés  constants,  demeure  finie  sur  la  courbe  C;  ce 
sera  (loue  une  intégrale  abélienne  de  première  espèce  appartenanl  à  (  !, 
c'est-à-dire  qu'on  aura 

/(Ç„ï|iîÇ„ï|1)  =  A(s1(Çi)+-..  +AP^(^,), 

en  désignant  par  A,.  ...  \,,  des  fonctions  (rationnelles)  de  H...  rrJ  el  par 
"ji.^w/:.  ou  plus  simplement  par  gi(%)d%,  les />  différentielles 
abéliennes  de  première  espèce  qui  appartiennent  à  C.  En  raisonnant 

de  même  sur  l'intégrale  /  fd%%i  on  voit  que  les  A  doivent  être  des 

combinaisons  linéaires  et  homogènes  des  gt[  Sj2,  rr2  ),  en  sorte  qu'on  a 

^„i|,;Ç,lîl1)=-2i«*^(Ç.)ft(Ç.). 

les  a,k  désignant  des  constantes  absolues.  Pour  que  f  change  de  signe 
quand  on  permute  :,.rlt  et  ?S,Y)2,  il  faut  et  il  suffit  que  aik=  —  ake, 
c'est-à-dire  que 

/=2M*<5.)*(?.)-**(5.)tf(Ç.)]- 

En  donnant  à  /  et  A  les  valeurs  1.2,  ...  p  (i^k),  on  obtient  ainsi 
'.  p(p  —  1)  fonctions  /',  linéairement  distinctes. 

Inversement,  /'étant  une  de  ces  fonctions,  il  est  clair  que  l'intégrale 


///«, 


,/: 


(')  -pr-  désigne  la  dérivée  de  F  par  rapport  à  çt,  en  considérant  r,,  comme  lié 
à  ;,  par  l'équation  de  la  combe  C. 
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pourra  se  mettre  sous  la  forme 

f  f\(X„X3,X3)dXtdX2, 

el  z,  sera  une  fonction  rationnelle,  car  à  un  couple  de  points  !;,,  Y],  ;  ?j2,  y]2, 
ne  correspond,  par  hypothèse,  qu'an  seul  point  X,,  X2,  X3  de  la  sur- 
face S;  ainsi  : 

I  ne  surface  qui  correspond  point  par  couple  à  une  courbe  de 
genre  p  est  de  genre  -,  p(  p  —  i). 

Pour p  =  2,  le  genre  est  i,  résultai  connu  de  la  théorie  des  surfaces 
h\  perelliptiques 

Cas  où  la  courbe  est  de  genre  trois. 

3.  Nous  n'aborderons  dans  ce  Mémoire  que  le  ras  de  p  =  !.  et  encore 
nous  bornerons-nous  à  un  exemple  particulier;  la  courbe  C  est  alors, 
si  l'on  veut,  et  sans  que  la  généralité  soit  diminuée,  une  courbe  plane 
du  quatrième  ordre. 

On  peut,  dans  ce  cas,  indiquer  une  représentation  simple  des  coor- 
données des  points  des  surfaces  correspondantes,  à  l'aide  des  fonctions 
abéliennes  à  six  systèmes  de  périodes.  Gardons,  en  effet,  les  notations 
des  numéros  précédents  et  posons 

;  g,  <  ç, ) d\K  +  g,  <  l2 1 d\,  h-  gf  (£,  > d\,  =  du. 

(^)     U(u^.+ =  *, 

(*,(&)<«.+ ■ =<*">■ 

Toute  fonction  rationnelle  symétrique  par  rapport  à  (H, ,  Y],  ),  (£,,  rl2  ), 
(~.3<  *]3)  est  une  fonction  abélienne  de  u,  r,  iv;  il  en  est  de  même  si  l'on 
suppose  que  le  point  E3,  ï]3  est  fixe,  mais  alors  u,  r.  w  sont  liés  par  une 
relation,  qui  est,  comme  on  le  sait, 

(3)  _  Tr,,  (  u  —  A.  p  —  [/.,  w  —  v)  =  o, 
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-„  |  a,  > ,  w  i  désignant  la  fonction  thêta  abélienne  d'ordre  un,  de  carac- 
téristique nulle,  H  X,  pi,  v  (1rs  constantes. 

En  d'autre  termes,  en  augmentant  u,  v,  w  de  constantes  convenables, 
""  voit  que  les  surfaces  qui  correspondent  au  cas  de  p  =  3  peuvent 
être  représentées  paramétriquement  par  les  équations 

I  i)  X,  =  ?l(a,p,w)        (i  =  i,2,3), 

où  1rs  z,,  sont  des  fonctions  abéliennes,  à  six  systèmes  de  périodes,  des 
trois  paramètres  u,  p,  u\  liés  eux-mêmes  par  la  relation 

5<  m,  p,Vp)=o, 

ou  .ri  u,  p,w  )cst  une  des  64  fonctions  thêta  normales  du  premier  ordre, 
qu'on  peut  choisir  d'ailleurs  à  volonté. 

I.  Vvant  de  définir  par  cette  voie  la  surface  particulière  qui  est 
I  objet  de  ce  iras  ail.  rappelons  ou  indiquons  quelques  propriétés  <!<■> 
fonctions  thêta  de  genre  trois. 

Supposons  d'abord  que  les  six  systèmes  de  périodes  aient  été  ramenés 
à  être 

2-/.   o,     o,     (t.     h,      c; 

<»,     2-/.    o,       h.       il.       e\ 

o,     o,   -2-1,   c,     e,     //; 

on  appelle  /onction  thêta  normale,  d'ordre  m.  une  fonction  uniforme, 
entière,  de  //.  p,  tv,  vérifiant  les  relations 

(-)(  u  +  -2-1,  c,  w)  =  eW&(u,  p,  iv  ). 

I0(«,  p  H-  2-/,  tv)  =  eE»m'0(  «,  p,  vi>  1. 
(■)(//.  P,  IV  -H  21îi)  =   r£-'(-)(  «,  p,  U'  ). 


(    > 


Q{  u-ha,v-h  h,  w  ■+-  c)  =  e11."'  e   "'   "" !  (-)(  «,  c,  iv), 

_     _    </ 
©(«  +  /y.  p  4-  ,/.  u  4-  e)  =  e"."'  e  '"  "" ?  &(  u,  p,  «p), 

_    * 
0(  «  +  c,  c  -t-  e,  w  -h  //  1  =  eV"  e  '"    ~m*B(u,  p,  w), 
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£,,  î.,,  £,,  yj,,  Y)2,  ï],  désignant  o   ou    i.    L'ensemble  des  six  nombres 


est  dit  la  caractéristique  de  la  fonction  thêta;  la  caractéristique  est 
dite  nulle  si  les  six  nombres  sont  nuls. 

1  >'aprèscela,  pour  tout  ordre  ///,  il  va  64  caractéristiques  différentes, 
c'est-à-dire  64  systèmes  de  fonctions  thêta  normales;  en  particulier, 
il  \  a  (i'i  fonctions  thêta  normales  d'ordre  un.  Parmi  ces  fonctions 
36  sont  paires  et  28  sont  impaires;  chacune  s'annule  pour  28  demi- 
périodes,  c'est-à-dire  pour  28  systèmes  de  valeurs  de  u,  r,  \v  compris 
dans  les  formules 


1      •  "  /'  c  i 

a  =  l~i  -+- p-  ■+  q-  +  r-  1 

b  il  e  I  /  1 

v  =  mtti  +  b — h  q  — h  /•-  »         'l,  m,  n,p,  q,r  =  o  ou  1  ). 


iv  =  reit  t  + 


P~i^cl-y 


\\.  L'algorithme  suivant,  que  j'ai  déjà  fait  connaître  dans  ce  Jour- 
nal! '|1' série,  t.  X,  p.  Â~3),  établit  un  lien  entre  les  64  fonctions  thêta 
et  les  demi-périodes  annulant  chacune  d'elles. 

Soient  oc,  ($,y,  8;  y.  ,  3,y',o  ;  a",  (3",  y",  0"  //'o/v  séries  de  quatre 
caractères;  les  64  symboles  sca  7.'  représenteront  les  64  fonctions 
thêta  normales  d'ordre  un  et  les  \\\  symboles  (a  a  a'  )  représenteront 
le.s  64  demi-périodes,  de  telle  sorte  : 

i°  Que  les  28  demi-périodes  annulant  la  fonction  v.v.  a'  soient 
représentées  par  les  symboles  (pp'p"),  où  les  caractères  x,  y.  .  a 
figurent,  au  total,  un  nombre  impair  de  fois  ; 

20  Çwe  /es  28  fonctions  qui  s'annulent  pour  la  demi-période 
(a a' a.")  soient  également  représentées  par  les  symboles  pp  p  ■  où 
les  caractères  a,  a',  a"  figurent,  au  total,  un  nombre  impair  de  fois. 
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L'algorithme  jouil  de  plus  des  propriétés  suivantes  : 
I-    Il  peul  être  appliqué  de   telle  sorte  que  deux  fonctions  thêta 
choisies  à  volonté  aient  deux  s\  mlioles  choisis  à  volonté. 

II.  Considérons  le  produit  de  fonctions  thêta  normales,  d'ordre  un, 
'•h  nombre  pair,  telles  que  a  a' a";  (ïfî'P";  ...;  écrivons  à  la  suite  les 
uns  des  autres  les  caractères  qui  entrent  dans  les  symboles  de  ces  fonc- 
tions, et  traitons  cette  expression  comme  un  produit  algébrique;  elle 
sera  de  la  forme 

«*PY$"«,*,P'*'...   K''A'p"*'... 

Si  1rs  exposants  h,k,  I.  m  sonl  cuire  eux  de  même  parité,  ainsi  que 
les  exposants  A',  k',  V,  m  et  les  exposants  h",  k",  l",  m",  le  produit  des 
fonctions  thêta  considérées  <  produit  qui  est  évidemment  une  fonction 
thêta  normale)  aura  sa  caractéristique  nulle. 

De  plus,  si  la  somme  h-\-h'  h  h"  est  paire,  ce  produit  sera  une 
fonction  paire  de  u,  e.  w,  c'est-à-dire  ne  changera  pas  quand  on  chan 
géra  simultanément  les  signes  des  trois  variables. 

Ces  propriétés  s'établissenl  par  les  raisonnements  «pie  nous  avons 
employés  dans  le  cas  des  fouet  ions  thêta  de  deux  variables  (  V  série  <\r 
ce  Journal,  t.  I\,  p.  *)G-6o). 

Définition  analytique  d'une  surface  d'ordre  six. 

<».  Soient  .'r,  et  r2  deux  quelconques  des  6/J  fonctions  normales  du 
premier  ordre;  nous  pouvons  les  supposer  représentées  par  les  symboles 

y. y.  y."     pour     .r,,  et  ia.'$"     pour     .'r.. 

Le  produit  .r,  ,r2  est  une  fonction  normale  d'ordre  deux,  paire  ou 
impaire,  de  caractéristique  non  nulle.  Il  est  clair  que  les  62  autres 
fonctions  normales  d'ordre  un  se  groupent  deux  à  deux  de  manière  que 
le  produit  '~,Zj  des  deux  fonctions  d'un  groupe  ail  même  caractéris- 
tique «pie  le  produit  &,  &2;  on  forme  ainsi,  au  total,  3i  produits  -,-,. 
parmi  lesquels  i(>  sont  des  fonctions  paires  et  i<>  des  fonctions  impaires. 
Dans  notre  notation  symbolique,  le  produit  des  deux  fonctions 

pp'a."     et     pj>  j 
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a  même  caractéristique  que  '-,'■'■,  et  même  parité,  c'est-à-dire  est  pair 
ou  impair  selon  que  £,&•_.  est  pair  ou  impair;  le  produit  des  fonctions 

PP'Y     cl    PP  ': 

a  même  caractéristique  que  S,S2,  mais  a  la  parité  contraire. 

Or  les  fonctions  thêta  normales,  d'ordre  ire,  de  caractéristique  don- 
née, s'expriment  en  fonction  linéaire  et  homogène  de  m3  d'entre  elles, 
linéairement  distinctes;  si  la  caractéristique  donnée  n'est  pas  nulle, 

et  si  ///  est  pair,  on  peut  prendre,  pour  ces  m3  fonctions,  —  fonctions 
paires  et  —  fonctions  impaires.  Il  en  résulte,  en  supposant  m  =  2,  que 

les  fonctions  normales,  d'ordre  deux,  de  caractéristique  non  nulle  et 
paires  sont  fonctions  linéaires  et  homogènes  de  4  d'entre  elles; 
•  le  même  pour  les  fonctions  analogues  impaires. 

Ajoutons  enfin  que  les  fonctions  normales,  d'ordre  pair,  de  caracté- 
ristique non  nulle,  et  paires,  s'annulent  toutes  pour  32  demi-périodes; 
les  fonctions  analogues,  impaires,  s'annulent  pour  les  32  autres  demi- 
périodes  (voir  ce  Journal,  4e  série,  t.  IX,  p.  39-^0). 

7.  Cela  posé,  désignons  par  0,,  02,03,  0,  quatre  fonctions  normales 
d'ordre  deux,  linéairement  distinctes,  ayant  la  caractéristique  du 
produit  Sj^sj,  et  la  parité  contraire;  considérons  la  surface  ô  définie 
paramétriquement  par  les  relations 

x{=  €>,(«,  p,  w)         1  =  1,2,  3,4  > 

les  arguments  u,  p,  w  étant  liés  par  la  relation 

z,  (//,  p,  «')  =  o. 

Nous  obtenons  ainsi  une  surface  représentant  les  couples  de  points 
d'une  courbe  de  genre  trois;  cherchons  son  ordre. 

Observons  à  cet  effet  qu'à  un  point  de  S  correspondent  (abstraction 
faite  de  périodes)  les  deux  systèmes  d'arguments  «,  p,  w  et  —  u,  —  p, 
—  w\  car  S,  est  une  fonction  paire  ou  impaire,  et  les  quatre  0,  sont 
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simultanément  paires  ou  impaires.  De  plus,  les  0,  s'annulent  pour 
ii  demi-périodes  (représentées  par  les  symboles  qui  contiennent  un 
des  caractères  y"  ou  o")  et  &,  pour  28;  et  l'on  reconnaît  aisément  <pie 
12  demi-périodes  annulent  à  la  fois  S,  et  les  0,;  ce  sont  les  12  demi- 
périodes  qui  annulent  simultanément  S,  et  S2.  De  là  résulte  la  déter- 
mination de  Tordre  de  ô. 

Cet  ordre  est  le  nombre  des  solutions  non  fixes  communes  aux  trois 
équations 

a,0,  -+-  . . .  h-  a,0,  =  o;         b,&t  -h...  -+-  è40«  =  o;         S,  =  o, 

a, b,  étant  des  constantes;  or,  d'après  M.  Poihcaré,  trois  fonctions 

thêta,  de  genrejtrois,  d'ordres  ///,//./»,  ont  6  mnp  solutions  communes  : 
nos  trois  équations  en  auront  donc  6x2x2=  i'\,  parmi  lesquelles 
figurent  12  demi-périodes.  Les  autres  solutions,  au  nombre  de 
24  —  12  =  12,  sont  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires,  <\c 
sorte  qu'il  ne  leur  correspond  que  |  12  =  6  points  de  5.  Lasurface  8 
est  donc  du  sixième  ordre. 


Etude  de  la  surface  du  sixième  ordre  S. 

8.  Quel  est  le  genre  de  ô?  Cette  surface  ne  correspond  pas  point 
par  couple  à  une  courbe  C  de  genre  trois,  car  à  un  point  de  6  répondent 
deux  systèmes  de  valeurs  de  «,  v,  w,  c'est-à-dire  deux  couples  de  points 
de  C;  le  théorème  du  n°  2  n'est  donc  pas  immédiatement  applicable. 
Néanmoins  le  genre  est  3,  comme  dans  le  cas  général  [^p(p  —  i)J, 
car  les  trois  intégrales  doubles 

/   /  dudv,      /  /  dudw,      I   /  dvdw 

restent  finies  à  l'intérieur  d'un  parallélépipède  des  périodes:  et, 
comme  elles  ne  changent  pas  quand  on  change  u,  v,  w  en  —  u,  —  p,  —  « , 
ce  sont  des  intégrales  de  première  espèce  sur  la  surface  6.  Celle-ci  est 
dès  lors  de  genre  3,  car  la  première  partie  de  la  démonstration 
du  n°  2  établit  que  le  genre  ne  peut  dépasser  ^ p  (p  —  1),  ici  trois. 
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î).  Avant  d'aller  plus  loin,  il  est  utilr  de  préciser  la  forme  des  fonc- 
tions (->,.  <[ui  définissent  la  surface  5. 

(  >bservons  que  la  fonction  X.1  se  reproduisant,  au  signe  près,  quand 
on  augmente  u,  v,  w  d'une  période,  les  trois  dérivées  partielles  loga- 
rithmiques 

?'.,    du  Sr,    J(/  '      &2    Je  S,    ch'  '      Sr.2    <>r  S,    <?w 

ne  changent  pas  dans  cette  substitution  ;  donc  les  fonctions 


d^i 

àï. 

dz, 

,. 

<J3, 

, 

<r-, 

, 

d2r 

-  ~ôT, 

~ 

du  ' 

~: 

dv 

"3 

W 

<;..■ 

—  ~ 

<*H 

sont  des  fonctions  aormales,  d'ordre  deux,  de  même  caractéristique 

que  le  produit  z,  z2\  de  plus,  elles  sont  évidemment  la  parité  contraire 
de  celle  de  ce  produit.  Dès  lors,  ces  trois  fonctions  peuvent  être  prises 
pour  les  fonctions  0,,02,03. 

Or  puisque,  sur  la  surface  £»,  2?,  est  nul,  on  pourra  représenter  para- 
métriquement  £  par  les  équations 


2  du 

2    i)>r 


avec  la  relation  :      .'r,  i  //.  p,  w  )  =  o. 


./■.  =  0.<  ;/,  p,  w  I 


Il  résulte  de  là  que  les  points  de  ô  donnés  par  l'équation  S2(  «,  p,w)=o 
se  réduisent  au  point  x{  =  x2  =  x3  =  o,  que  nous  désignerons  par  O. 
Ce  point  est  un  point  triple  de  la  surface,  car  la  droite  /  ,  =  o,  x.,  =  o. 
par  exemple,  coupe  ô,  en  dehors  de  O,  aux  points  dont  les  arguments 
vérifient  les  équations 

dzx  d%, 

(6)  ^  =  o;         ^-  =  o;        &,=  „; 
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or   les   fonctions     ^  et  -r-^   si  Ton  suppose  //,  v,  w  l'u'-s  parla  rela- 

au  uv  "  l 

lion  .r,  —  o,  satisfont  évidemment,  quand  on  augmente  #,p,op  de 
périodes,  aux  mêmes  relations  (5)  que  la  fonction  S,  elle-mê ,  c'est- 
à-dire  qu'elles  peuvent  èlre  considérées  comme  des  fonctions  thêta 
normales  du  premier  ordre  Le  théorème  de  M.  Poincaré  sur  le  nombre 
des  solutions  communes  à  trois  fonctions  thêta  est  dès  lois  applicable, 
de  sorte  que  les  équations  (6)  ont  (>  solutions  communes,  auxquelles 
correspondent  trois  points  distincts  de  S.  Le  point  %2  =  o  est  donc 
bien  un  point  triple. 

10.  Aux  28  demi-périodes  qui  annulent  *b,  correspondent,  sur  S, 
des  lignes  el  des  points  remarquables. 

D'abord,  aux  12  demi-périodes  annulant  à  la  fois  r,  et  les  quatre 

(-),   [el    dont    les   symboles    sont    (a^'y    ),    (a^'S");    (  y.y'y   ),    (ay'o"); 

correspondent  évidemment  12  droites;  ces  droites  passent  par  le 
point  triple  <  >,  car  les  12  demi-périodes  considérées  annulent  £f2. 

Aux  16  autres  demi-périodes  annulant  .r,  et  non  les  0,  répdndent, 
sur  la  surface  S,  seize  points  doubles;  mi 1 1|  10-1  mis  en  ell'et  (pie  l'une  des 
demi-périodes  soit  //  =  v  =w=  o;  les  fonctions  0,,  ne  s'annulant  pas 
pour  u  =  v  =  tv  =  o,  et  étant  paires  ou  impaires,  seront  tontes  paires, 
de  sorte  que,  aux  environs  de  u  =  o,  v  =  o,  w  =  o,  on  aura 

0,-=  at-\-  (A,u-  -t-  B,p2  4-  <  !,w2  -t-  D,//r  4-  E,«w  h-  F,ihv  »+..., 

d'où  l'on  conclut  aisément  qu'une  droite  menée  par  le  point  u  =  o, 
v  =  o,  tv  =  o  de  la  surface  13.  a  avec  celle-ci  deux  intersections  con- 
fondues au  point  considéré. 

1 1.  Etudions  maintenant  les  courbes  qu'on  définit,  sur  13,  en  annu- 
lant les  62  fonctions  thêta  normales  du  premier  ordre,  autres  que  S, 

et  z... 

Parmi  ces  fonctions,  il  en  est,  comme  on  l'a  dit,  32  qui,  associées 
deux  à  deux,  donnent  des  produits  Sr/&/ -ayant  la  caractéristique,  mais 
non  la  parité,  de  2r,  &s  (ce  sout  les  couples  de  fonctions  pp'"{'  el  pp'S'  ); 
chacun  de  ces  produits  est  fonction  linéaire  et  homogène  des  quatre  0,, 

Joum.  de  Math.  (5'  série),  tome  II.  —  Fasc.  III,   1869.  36 
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de  sorte  que  les  deux  courbes  qui  ont  pour  équations,  sur  la  surface  S. 
£,-  =  o  et  %j :=  o  sont  planes  et  situées  dans  un  même  plan.  Leur  ordre 
se  détermine  aisément;  &,-  s'annule  en  effet  pour  6  des  demi-périodes 
annulante,  et  les  quatre  0,;  ~j  s'annule  pour  les  6  autres;  l'ordre 
cherché  de  la  courbe  2r,  =  o  est  donc  égal  à  ~  [G  x  2  —  6]  =  3.  Obser- 
vons de  plus  que  &,  et  ~y  s'annulent  simultanément  pour  G  des  1 G  demi- 
périodes  qui  annulent  z,  et  non  les  quatre  0,  (toutes  ces  propositions 
se  vérifient  par  l'usage  de  l'algorithme). 

<  )u  voit  par  là  qu'il  existe,  sur  la  surface  £.  32  cubiques  planes, 
situées  par  couples  il  uns  16  plans;  des  deux  cubiques  d'un  même  plan, 
La  première  rencontre  G  des  12  droites  de  la  surface  issues  du  point 
triple  O,  la  deuxième  rencontre  les  G  autres;  enfin  elles  passent  toutes 
deux  par  6  des  16  points  doubles  de  5. 

I  >'•  là  se  déduit  une  conséquence  importante  :  les  iG  points  doubles 
de  ô  forment  une  configuration  de  Ruminer,  c'est-à-dire  sont  situés  6 
par  G  dans  16  [dans,  et  de  telle  sorte  qu'il  passe  G  plans  par  chaque 
point.  Cette  dernière  partie  de  la  proposition  s'établit  en  observant 
qu'une  des  iG  demi-périodes  répondant  aux  points  doubles  annule 
douze  'fonctions  zh  qui,  égalées  à  zéro,  donnent  12  cubiques  planes, 
situées  par  couples  dans  six  plans.  Donc  : 

Les  iG  points  doubles  de  la  surface  6  sont  les  points  doubles 
d'une  surface  de  Ruminer,  K. 

II  reste  à  étudier  les  3o  courbes  qu'on  obtient  en  annulant  les 
3o  fonctions  bh  et  SA,  telles  que  le  produit  zA  zk  ait  la  caractéris- 
tique et  la  parité  du  produit  z,  S,  (ce  sont  les  couples  de  fonc- 
tions pp >' a."  etpp'fi"). 

<  >u  voit  immédiatement,  en  se  servant  de  l'algorithme  : 

i°  Que  la  fonction  z,,  s'annule  pour  4  des  12  demi-périodes  qui 
annulent  à  la  fois  zt,  h.,  et  les  quatre  0,;  20  qu'elle  s'annule  pour  8 
des  iG  demi-périodes  annulant  .r,  et  non  les  0,;  3°par  suite,  les  équa- 
tions lzl  =  o,  z.2  =  o,  r£/,  =  o  ont,  en  dehors  des  ',  demi-périodes 
ci-dessus (iu),  deux  solutions  communes,  égales  et  de  signes  contraires. 

Il  en  résulte  : 

1"  Que  la  courbe  zh  =  o  est  d'ordre  \  [G  x  2  —  4]=  i,  el  rencontre 
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quatre  dos  douze  droites  de  S;  2°  qu'elfe  passe  par  luiil  des  i(i  points 
doubles  île  $  ;  i"  qu'elle  passe  par  le  point  triple,  (>,  et  va  un  poinl 
simple. 

D'après  cela,  la  courbe  "r/(  =o,  qui  n'est  évidemment  pas  plane, 
ne  peut  être  qu  une  biquadratique  ou  une  unicursale  gauche  d'ordre 
quatre;  nous  verrons  plus  lias  qu'elle  est  de  genre  un,  ce  qui  écarte 

la  seconde  hypothèse.  Il  y  a  <l :,  sur  S,  trente  biquadratiques  pas- 

sanl  par  le  poinl  triple  et,  respectivement,  par  8  des  16  points 
doubles  :  on  reconnaît,  par  L'étude  des  demi-périodes  correspon- 
dantes, que  ces  8  points  doubles  forment,  sur  la  surface  de  Rum- 
iner K,  un  des  3o  octaèdres  de(  rôpel,  c'est -à-dire,  en  particulier,  qu'ils 
sont  La  base  d'un  réseau  (système  linéaire  doublement  infini)  dequa- 

driques.  Par  les  S  points  de  chaqu ïtaèdre  el  par  le  point  triple  G 

passe  donc  une  biquadratique,  qui  coïncide  nécessairement  (comme 
la  coupant  en  9  points)  avec  une  îles  trente  biquadratiques  situées 
sur  9. 

\*1.   Delà  résulte  une  détermination  géométrique  de  la  surface  S. 

Soient  l\  une  surface  de  kuiuiner,  <  )  le  poinl  triple  de  S;  par  chaque 
système  de  huit  points  doubles  de  K,  formant  un  octaèdre  de  Gôpel, 
■  ■i  par  h'  point  <),  passe  nue  biquadratique;  les  3o  biquadratiques 
ainsi  définies  sont  sur  la  surface  d'ordre  six,  S,  qu'elles  déterminent 
évidemment  d'une  manière  complète. 

La  surface  de  Kummer  k  et  le  point  O  peuvent-ils  être  choisis  arbi- 
trairement? La  surface  Iv  dépend  (à  une  transformation  homogra- 
ghique  près)  de  trois  invariants;  quand  elle  est  donnée,  la  position 
du  point  O  comporte  trois  arbitraires,  ce  qui  donne  en  tout  6  para- 
mètres; or,  la  surface  ôdépend  de  6  paramètres,  à  savoir  les  6  modules 
de  la  courbe  de  genre  trois  à  laquelle  (die  correspond;  il  n'y  a  donc 
aucune  liaison  entre  Les  trois  invariants  de  l,i  surface  de  Ivummer  et 
les  coordonnées  du  point  <>  par  rapport  à  cette  surface,  c'est-à-dire 
que  K  et  O  sont  complètement  arbitraires. 

15.  Présentons  une  dernière  remarque  sur  les  12  droites  et  les 
3o  biquadratiques  de  S;  soient,  comme  plus  haut.  zh  et  !rA  deux  fonc- 
tions thêta  dont  le  produit  a  la  caractéristique  et  la   parité  de  £,&,; 
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on  vérifie,  à  l'aide  de  l'algorithme,  qu'elles  s'annulent  simultanément 
pour  quatre  des  12  demi-périodes  qui  correspondent  aux  12  droites 
de  S;  de  plus,  ces  demi-périodes  sont  associées  deux  à  deux  de  telle 
sorte  que  toute  fonction  SA,  s'annulant  pour  l'une  d'elles,  s'annule 
aussi  pour  l'autre.  Géométriquement,  on  peut  donc  dire  que  les  3o  bi- 
quadratiques  sont  associées  deux  à  deux,  les  biquadratiques  d'un 
couple  rencontrant  quatre  mêmes  droites  de  6;  les  1 2  droites  de  S  sont 
également  associées  deux  à  deux,  de  telle  sorte  que  toute  biquadra- 
tique  rencontrant  une  droite  d'un  couple  rencontre  également  l'autre. 
Dans  notre  notation  symbolique,  les  biquadratiques  pp'z"  clpp'Q" 
sont  associées;  de  même  les  droites  (ajB'y")  et  (a(ï'S")  dont  les  sym- 
boles ont  les  deux  premiers  caractères  communs. 


Correspondance  entre  5  et  la  courbe  plane  d'ordre  quatre. 

14.  Nous  savons  qu'à  un  couple  de  points  de  la  courbe  plane  d'ordre 
quatre,  C,  correspond  un  et  un  seul  point  de  5,  mais  qu'à  un  point 
de  S  correspondent  deux  couples  sur  C;  éludions  de  plus  près  cette 
relation. 

Soient  ç,,  •/],  et  ç2,  r\3  deux  points  arbitraires  de  C;  on  a  vu  (n°  5  ) 
qu'en  posant 

(7)  *.(Ç.)  <*,-»-*,&)*.=  <*', 

f  ?,$,)<%<  + g,&)  <%*  =  <**>, 

et  en  déterminant  convenablement  les  constantes  d'intégration,  u,  t-  etw 
sont  liés  par  la  relation  j,  («,  c,  w)=  o;  au  couple  (!;,,*),),  (  :.,,/,,  | 
sur  C  correspond  le  point  «,  p,  w  sur  S.  Au  même  point  de  ô  corres- 
pondent les  arguments  —  u,  —  v,  —  w,  c'est-à-dire,  sur  C,  le 
couple  (Ç3,Y)3),  (£«,*).,),  tel  que 


tf,  (É,)#.  +  ff.  (*«)<&  =  -rfa, 
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d'où  Ton  tire 

gr2(S.)cfê,+ =0, 

ff,(5.)<«,+ =0; 

équations  qui  établissent,  comme  il  est  bien  connu,  que  les  points  £3,  yj3 
et  H,,  y;.,  sont  les  deux  points  où  la  droite  joignant  (£,,  Y),)  et  (£,,  rr,  | 
coupe  de  nouveau  C.  Donc  : 

!  deux  couples  de  points  situés  en  Hune  droite  sur  la  courbe  C 
correspond  un  seul  et  même  point  de  la  surface  iî,  et  réciproque- 
ment. 

Désignons  maintenant  par  G,-(!j)  l'intégrale  /  g,Çz)d%,  les  rela- 
tions (7)  donnent,  si  l'on  choisit  convenablement  les  limites  infé- 
rieures des  intégrales, 

1  GI(ÇI)  +  G,(ÇS)=«J 

(8)  Ga(Ç,)+G,(Ç1)=P, 

(  G,(Ç,)+G,(Ç2)=    «., 

la  relation  &,(«,  p,  w)  =  o  étant  toujours  satisfaite.  Cela  posé,  observons 
qu'une  quelconque  des  fonctions  thêta  normales  du  premier  ordre  se 
déduit  de  S,  (à  un  facteur  exponentiel  près)  en  augmentant  //,  r,  w 
d'une  demi-période;  en  d'autres  termes,  aux  points  de  la  courbe 
S,(«,  p,w)=o,  sur  î5,  correspondent,  sur  C,  les  couples  de  points 
H,,  ij2  et  l\,  ijj,  vérifiant  les  relations 

G1(Çl)+Gl(Ç1)=G1(Ç'l)4-Gl(Ç;)-r-^, 
G,(Ç,)+G.(Ç.)=G.(Ç;)-+-Ga(E^+l», 

g,(5,)+ 6,(5,)=  g,(ç;)+g,(ç;) -*-**■ 

Désignons  par  ij3,  £,  les  deux  points  de  C  en  ligne  droite  avec  Sj',  et  ^; 
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les  équations  précédentes  s'écrivent 


2  <m.V>=t'  '  '.3,4, 


2yG.(g,)=    l»j 

'.',.  ■!',.  '.t':,  étant  une  période.  (  >s  relations  montrent  que  les  quatre 
points  Cj  sont  les  points  de  contact  de  la  courbe  (1  avec  une  conique 
quadritangente ;  en  d'autres  termes,  aux  couples  que  forment  les 
quatre  points  où  C  esl  touchée  par  une  conique  quadritangente  variable, 
appartenant  à  un  des  63  systèmes  de  coniques  inscrites,  correspond, 
sur  la  surface  ô,  une  des  63  courbes  âA  =  o(//  >■  i).  Ces  63  courbes 
sont,  comme  on  l'a  vu,  les  3n  cubiques  planes,  les  3o  biquadratiques 
et  le  point  triple,  ou  plutôt  le  cône  des  tangentes  au  point  triple  ;  d'après 
ce  qui  précède,  chacune  d'elles  correspond,  point  par  tangente,  à  l'en- 
veloppe des  droites  joignant  deux  à  deux,  sur  (1,  les  quatre  points  de 
contact  des  coniques  inscrites  d'un  même  système.  Or,  ces  droites  en- 
veloppent, connue  on  sait,  une  courbe  générale  de  troisième  classe  (de 
genre  un  ),  la  Cayleyenne  du  système;  les  courbes  %/,=  o  de  la  sur- 
face !n  sont  donc  de  genre  un,  ce  qui  montre  (pie  les  >2  cubiques  planes 
n'ont  pas  de  point  double,  et  que  les  3o courbes  gauches  d'ordre  quatre 
sont  bien  des  biquadratiques. 

Nous    n'insisterons  pas   davantage  sur  ces  correspondances,   dont 
une  image  géométrique  plus  nette  sera  indiquée  dans  la  suite. 


Génération  géométrique  de  la  surface  5. 

15.  Soient  k  (/,./../,,./,,)  =  o  l'équation  d'une  surface  quel- 
conque d'ordre  quatre;  oc,,  a2,  a3,  a.,  les  coordonnées  d'un  point 
extérieur,  O.  Une  sécante  quelconque  issue  de  ()  coupe  K  en  quatre 
points,  a,,  n ,.  a3,  a.,  qui  se  répartissent,  de  trois  manières,  en  deux 
couples. 

Soit  a,,  a,  et  a3,  '/.,   un  de  ces  groupements;  les  roupies  a,,  a.. 
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et  at,  a ,  déterminent  sur  la  sécante  une  involution  du  second  ordre, 
dans  laquelle  le  point  <  >  a  un  conjugué,  m.  Cette  construction  donne 
trois  points  ni  sur  toute  sécante  menée  par  O  ;  le  lieu  des  points  ///. 
quand  la  sécante  tourne  autour  de  O,  est  une  surface  du  sixième  ordre, 
dont  la  Géométrie  analytique  donne  aisément  l'équation.  Cette  équa- 
tion est 

(9)     K-0 e,  )H2(x- c,  >  — K(o, **)?'(*: cl)  =  o, 

où  Pet  II  désignent  respectivement  les  premiers  membres  des  équa- 
tions de  la  première  et  de  la  troisième  polaire  du  point  Opar  rapport 
à  la  surface  K       <>.  c'est-à-dire 

P  =  a,-r—  + -+-  ...4-  a,  -      ■ 

UXy  "  '  ; 

Si  K  esi  une  surface  de  Ruminer,  je  dis  que  la  surface  du  sixième 
ordre  (9)  ainsi  définie  coïncide  avec  la  surface  S  donl  les  seize  points 
doultles  seraiem  ceux  de  k,  et  dont  le  point  triple  serait  O  ;  il  suffit, 
pour  cela,  d'établiH  n"  \(2  )  que  la  surface  (9)  contient  les  3o  biqua- 
dratiques  menées  par  O  et  par  les  sommets  de  chacun  des  octaèdres 
de  <  îrôpel  que  forment  les  16  points  douilles  de  K  . 

<  lonsidérons  un  de  ces  groupes  de  8  points  :  ils  sont,  comme  on  sait, 
la  base  d'un  réseau  ponctuel  de  quadriques,  dont  les  génératrices  rec- 
tilignes  tonnent  un  complexe  du  troisième  ordre;  sur  chaque  généra- 
trice, les  quadriques  du  réseau  déterminent  une  involution.  Cela  posé, 
soil  m  un  point  quelconque  de  la  biquadratique  menée  par  O  et  par 
les  points  de  base  du  réseau;  la  droite  Om  appartient  au  complexe,  et 
les  points  Cet  m  sont  conjugués  dans  l'involution  déterminée  sur  cette 
droite  par  les  quadriques  du  réseau.  D'un  autre  côté,  désignons  par  a,, 
a.,,  a3,  eu  les  points  où  la  droite  O/»  coupe  la  surface  de  Ruminer,  K  : 
sur  cette  surface,  on  sait  qu'il  existe  une  infinité  simple  de  biquadra- 
liques  passant  par  les  8  points  du  groupe  considéré;  une  de  ces  biqua- 
dratiques  passe  donc  par  a,,  je  dis  qu'elle  passe  aussi  par  un  des 
points*/,,  a3,  a4.  En  effet,  toute  biquadratique  passant  par  les  8  points 
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de  base  et  coupant  en  un  point  une  droite  du  complexe,  la  coupe  en 
nu  second  point;  donc,  puisque  Ow  est  une  droite  du  complexe,  la 
biquadratique  qui  passe  par  a,  passe  par  a.,;  de  même,  celle  qui  passe 
para,  passe  aussi  par  «..  Il  en  résulte  que  les  couples  a,  et  a.,,  a3  et  a-, 
O  et  m  sont  trois  couples  d'une  même  involution  sur  la  sécante  O/u, 
c'est-à-dire  que  m  est  sur  la  surface  (9).  Cette  surface  contient  donc 
les  3o  biquadra tiques  considérées,  c'est-à-dire  coïncide  avec  la  sur- 
face ô  qui  a  pour  points  doubles  les  16  points  doubles  de  K,  et  pour 
triple  O.  c.   q.    f.   d. 

16.  L'équation (9) et  le  mode  de  génération  correspondant  mettent 
en  évidence  plusieurs  propriétés  de  la  surface  £.  D'abord  cette  surface 
admet  pour  ligne  double  une  cubique  plane,  intersection  de  la  pre- 
mière polaire  (P  =  o)  et  du  plan  polaire  (H  =  o)  du  point  O  par  rap- 
port à  la  surface  de  kummer  K;  de  plus,  les  deux  surfaces  ô  et  K  se 
touchent  le  long-  de  la  courbe  de  contact  de  la  surface  K  avec  le  cône 
qui  lui  est  circonscrit  à  partir  de  O  :  cela  résulte  immédiatement  de 
l'équation  i  g  ),  qui  montre  aussi  que  les  16  points  doubles  de  K  sont 
des  points  doubles  de  6. 

La  génération  géométrique  fait  voir  ensuite  (pue  5  contient  les 
douze  tangentes  doubles  menées  de  O  à  la  surface  de  Kummer: 
ces  droites  rencontrant  nécessairement  la  cubique  double,  le  cône  des 
tangentes  de  i5  au  point  triple  O  coïncide  avec  le  cône  de  sommet  O 
qui  a  la  cubique  double  pour  directrice. 

17.  <  >n  peut  aussi,  en  partant  de  la  génération  géométrique,  re- 
trouver le  lien  qui  rattache  la  surface  S  à  la  courbe  d'ordre  quatre  ou 

aux  fonctions  abéliennes  de  genre  trois. 

On  sait,  en  effet,  d'après  un  beau  théorème  de  M,  Klein,  qu'à  toute 
répartition  en  deux  couples  des  quatre  points  où  une  droite  A  coupe  la 
surface  de  Kummer  K,  correspond  une  répartition  en  deux  couples  des 
quatre  plans  tangents  menés  à  k  par  A,  et  réciproquement.  Supposons 
que  la  droite  A  passe  par  O;  les  plans  tangents  menés  à  K  par  A 
toucheront  le  cône  de  quatrième  classe  £  circonscrit  à  lv  à  partir  du 
point  O.  Soient  maintenant  II,  et  IL  deux  plans  tangents  arbitraires 
du  cône  Z  :  A  leur  droite  d'intersection:  11.,  et  II,  les  deux  autres  plans 
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tangents  menés  au  cône  c  par  A  :  les  quatre  points  où  1  coupe  la  sur- 
face de  Kummer  se  répartissenl  en  deux  couples,  correspondant  aux 
couples  de  plans  tangents  II,,  II,  et  II3,  1T,;  à  cette  répartition  corres- 
pond un  et  un  seul  point  m,  de  la  surface  0,  point  situé  sur  1.  En 
'I  autres  ternies,  à  deux  plans  tangents  du  cône  s  correspond  un 
point  ///,  de  ô;  à  un  point  m  de  S  correspondent  deux  couples  de  plans 
tangents  de  z,  ces  quatre  plans  ayant  une  droite  commune,  (l'est  là 
précisément,  sous  forme  corrélative,  la  relation  signalée  au  n°  14 
entre  la  surface  £  et  la  courbe  plane  du  quatrième  ordre. 

(le  mode  de  correspondance  conduit  à  une  conséquence  simple  : 
laissons  lixe  le  plan  II,;  quand  II,  variera,  le  point  correspondant  /// 
de  la  surface  S  reste  dans  le  plan  II,,  où  il  décrit  évidemment  une 
courbe  qui  répond  au  cône  c  point  par  génératrice,  Cette  courbe  est 
donc  de  genre  trois  et  a  les  mêmes  modules  que  le  cône;  en  d'autres 
termes  : 

Les  sections  de  la  sur/ace  S  par  les  plans  menés  du  point  triple, 
langentiellement  à  la  surface  de  Kummer,  sont  des  courbes  du 
si. firme  ordre,  de  genre  trois,  et  de  mêmes  modales.  Leurs  modules 
suai  ceux  du  cône  de  quatrième  classe  enveloppé  par  les  plans 
considères. 


Sections  de  la  surface  ii  par  les  surfaces  adjointes. 

18.  [/emploi  des  fonctions  abéliennes  permet  d'étudier  assez  sim- 
plement les  courbes  tracées  sur  la  surface  S,  et,  en  particulier,  les  sec- 
tions par  les  surfaces  adjointes.  La  surface  ayant  une  cubique  plane 
double  et  un  point  triple,  ses  adjointes  passeront  simplement  par  la 
cubique  et  par  le  point;  en  particulier,  les  adjointes  d'ordre  deux  se 
décomposeront  en  deux  plans,  dont  l'un  est  celui  de  la  courbe  double 
et  l'autre  un  plan  quelconque  mené  par  le  point  triple  :  elles  sont  donc 
en  nombre  doublement  infini,  comme  on  le  savait  a  priori,  puisque  5 
est  de  genre  trois. 

Proposons-nous  d'abord  de  trouver  l'équation  des  courbes  découpées 
sur  53  par  les  adjointes  du  troisième  ordre  :  sans  indiquer  ici  la  méthode 

Journ.  de  Math.  (5«  série),  tome II.  —  Kasc.  Itl,  1896.  3^ 
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générale  applicable  à  toutes  les  surfaces  de  même  nature  que  ô,  nous 
profiterons  de  propriétés  géométriques  de  cette  surface  pour  parvenir 
directement  au  résultat. 

19.  Nous  nous  appuierons  pour  cela  sur  la  propriété  suivante.  Sur 
une  surface  algébrique  S(X,  Y,  Z)  =  o  d'ordre  n,  les  intégrales  dou- 
bles abèliennes  qui  ne  deviennent  infinies  que  le  long  de  la  section 
plane  (choisie  au  hasard),  Q(X,  Y,  Z)  =  o,  sont  comprises  dans  la 

formule 

"dXdY  F(X,  Y,  Z) 


IP 


q  étant  un  entier  et  F(  X,  \  ,  Z)  le  premier  membre  de  l'équation  d'une 
surface  d'ordre  n  -t-  q  —  4,  adjointe  à  S  =  o.  En  particulier,  si  l'élénienl 
de  l'intégrale  est  infini  du  premier  ordre  le  long  de  la  section,  q  =  1 . 

Cela  posé,  observons  que,  d'après  le  n°  9,  la  surface  ô  est  représentée 
paramétriquement  par  les  équations 


du  e.  au-  et' 

d'ailleurs   /  /  du  dv  est  une  intégrale  de  première  espèce  ;  elle  s'écrit 


du  di 


(£)v 


et  l'on  a.  d'après  la  forme  générale  des  intégrales  de  première  espèce 
sur  la  surface  S  =  o  (ici  S  ). 


f  fj&&= //*£*<.*>*>*)■ 


R  ==  o  étant  une  surface  adjointe  d'ordre  n  —  4  =  2,  qui  se  décom- 
pose (n°  18)  en  deux  plans,  dont  l'un  est  celui  H(X,  Y,  Z)  =  o,  de  la 
courbe  double,  et  l'autre  un  plan  mené  par  O,  lequel  est  évidemment 
le  plan  Z  =  o.  On  a  donc 

,      .  du  dv  d\  d\  ,  f  "■ 


m 


». 
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Admettons  maintenant,  pour  abréger  le  langage,  que  la  fonction 
désignée  jusqu'ici  par  3"2(«,  v,  w)  soit  la  fonction  thêta  normale, 
d'ordre  un,  de  caractéristique  nulle  (celle  fonction  est  paire);  et 
désignons  par  9(«,  v,  u  )  une  fonction  thêta  normale,  d'ordre  trois,  de 
caractéristique  nulle  el  paire  [il  \  a  i  \  de  ces  fonctions  linéairemenl 
distinctes  (  '  )].  Considérons  l'intégrale  double 

i  /"*     /"'8(m,  c,  w  )  du  dv 


8|  ii.  v,  u)      ifct  > 

où  ©(//,  r,  11  )  est   une  combinaison  linéaire  et  homogène  quelconque 
des  quatre  fondions  0,;  on  peut  l'écrire,  d'après  (10), 


>rff™*$ 


Sr,  0 


Or,  la  fonction  -î-  est  une  fonction  abélienne paire  :  elle  peut  donc, 

Lorsque  u,  e,  w  sont  liés  par  la  relation  £r,  =  o,  s'exprimer  rationnelle- 
ment en  fonction  des  coordonnées  X,  Y,  Z,  d'un  poinl  de  la  surface  £; 
c  est-à-dire  que 


T  _   r  rdXdY  M(X,  Y,  Z) 

JJ       Si      N(X,Y, 


Z) 

M  ei  \  étant  des  polynômes.  Or  l'intégrale  J,  d'après  la  forme  (u), 
ne  devient  infinie  que  pour  les  valeurs  de  u,  c,  «■  annulant  simultané- 
ment r,  et  0,  c'est-à-dire  pour  les  points  de  9  situés  dans  le  plan  de 
la  section  plane  0  =  o.  Si  donc  Q(X,  Y,  Z)  est  l'équation  de  ce  plan, 

MF, 
on  aura  ^-  =  ^,  F  étant  le  premier  membre  de  l'équation  d'une  sur- 
lace adjointe  d'ordre  trois.  Finalement  on  a 

ilu  dv   6(«,  .-,»■)  _  dX  d\  F(X,.Y,Z) 
/  Ojï1\  e(«,  <•,  «■)  -      S'z      Q(X,  Y,  Z)' 


(')  Car,  en  général,  il  y  a  |  [«3-(-  i]  fonctions  thêta  d'ordre  impair,  n,  de  carac- 
téristique nulle  et  paires. 
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ce  qui  montre  que  la  courbe  Q(«,  c,  «>)  =  o,  sur  6,  est  située  sur  la 
surface  cubique  adjointe  F  =  o. 

\insi,  0(  u.c.w)  étant  une  fonction  tbèta  quelconque,  d'ordre  trois, 
de  caractéristique  nulle,  et  paire,  la  courbe  G(m,  c,  w)  =  o  est  l'intcr- 
section  e]e  la  surface  S  avec  une  surface  adjointe  du  troisième  ordre. 
Or  il  y  a  i  \  fonctions  0(//,  r,  w)  linéairement  distinctes,  parmi  les- 
quelles quatre  contiennent  £:,  en  facteur  (ce  sont  celles  qui  proviennent 
de  la  multiplication  de  S,  par  les  quatre  fonctions  tbèla  distinctes  du 
second  ordre,  de  même  caractéristique  et  de  même  parité  que  ™,  ~.2);  il 
reste  donc  dix  fonctions  8(«,  v,  w),  auxquelles  correspondent  autant 
de  surfaces  cubiques  adjointes  linéairement  distinctes.  Mais  d'ailleurs 
il  n'y  a  (pie  dix  surfaces  cubiqueslinéairement  distinctes  adjointesà  6, 
puisque  ces  surfaces  doivent  passer  par  une  cubique  plane  et  un  point 
non  situé  dans  le  plan  de  cette  courbe:  il  en  résulte  que,  réciproque- 
ment, toute  surface  cubique  adjointe  coupe  ô  suivant  une  ligne  dont 
l'équation  est  de  la  forme  0(w,  c,  w)  =  o.  Donc  : 

Les  courbes  communes  à  $ct  à  ses  adjointes  d'ordre  trois  ont 
pour  équation  générale  9(«,p,  w)  =  o,  en  désignant  par  0  une 
fonction  normale  d'ardre  trois,  paire,  et  de  caractéristique  nulle; 
<■!  réciproquement. 

20.  La  fonction  0(«,  c,  w)  peut  contenir  z.,  en  facteur  :  la  surface 
cubique  adjointe  correspondante  a  alors  un  point  double  en  O,  el  l'on 
en  conclut  aisément  que  : 

Les  courbes  communes  à  £  et  à  ses  adjointes  //'ordre  trois  qui 
ont  un  point  double  en  O  (point  triple  de  5  )  ont  pour  équation  gé- 
nérale y)(p,  u,  w)  =  o,  en  désignant  pur  y]  une  fonction  normale 
d'ordre  deux  (  paire  >  et  de  caractéristique  nulle;  el  réciproque- 
ment . 

Ces  résultats  se  généraliseraient  sans  difficulté  pour  des  surfaces 
adjointes  d'ordre  quelconque. 

21.  De  là  se  déduisent  quelques  conséquences  géométriques  : 

i°  Le  long  de  chacune  des  3o  biquadratiques  situées  sur  S,  on  peut 
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circonscrire  à  cette  surface  une  surface  cubique  adjointe,  ayant  un 
point  double  en  O,  et  coupant  en  outre  S  suivanl  les  quatre  droites 
(  issues  de  <  >  )  qui  rencontrent  la  biquadratique  (noa  1 1  et  13). 

(  îar  si  ~A  =  o  est  l'équation  de  la  biquadratique,  r~'/t  est  une  fonction 
normale  paire,  d'ordre  deux  et  <le  caractéristique  nulle  ;  elle  s'annule 
pour  quatre  des  demi-périodes  qui  annulenl  à  la  fois  S,  et  les  quatre  0,-. 
De  même  : 

2°  I  ,e  long  de  chacune  des  32  cubiques  planes  situées  sur  £,  on  peui 
circonscrire  à  cette  surface  une  surface  cubique  adjointe,  ayant  un 
point  double  en  <  >,  et  coupant  en  outre  G  suivanl  les  six  droites  (issues 
de  I  )  )  qui  rencontrent  la  cubique. 

!"  Les  3o  biqUadratiques  sont  situées,  par  groupes  de  trois,  sur 
6o  surfaces  cubiques  adjointes  à  6. 

Car,  d'après  le  n°  5,  le  produit  des  quatre  fonctions  thêta 

aa'B",     a?'?",      3  a' 3",      3  3' 3" 

est  pair  et  a  sa  caractéristique  nulle;  la  fonction  aa'3",  étant  (n°  (>  )  la 
fonction  &2,  a  la  même  propriété;  le  produit  des  trois  autres  thêta  est 
donc  une  fonction  d'ordre  trois,  paire  et  de  caractéristique  nulle,  c'est- 
à-dire  que  les  trois  biquadratiques  a3'3",  3a'3",  33'3"  sonl  Sl"'  "'"' 
-m  lace  cubique  adjointe  à  6. 

On  reconnaît  ainsi  que,  à  une  de  ces  biquadratiques,  par  exemple 
sca  3  .  on  peut  associer  six  couples  d'autres  biquadratiques,  ce  qui 

donne  les  M\   groupes 

a3'S",     3a'3",     33'3" 

a  3' 3",     Sa' a",      3  3' a" 

ar"  P  ■>     Va  £  i     Yr'r'   (   de  trois  biquadratiques  situées  sur  une 
a3'3"      va' a"      -"S'a"  (       surface  cubique  adjointe. 

sc3'3",     Sa'3",     83'3" 
a  3'  3",      Sa' a",      o3'a" 


Six  de  ces  surfaces  cubiques  passent  donc  par  une    biquadratiqui 

x 
3" 


donnée,  et,  par  suite,  leur  nombre  total  est  égal  à  — ~ —  =  6o 
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Il  résulte  également  de  là  que  les  tangentes  menées  en  O  aux  3o  I » i — 

quadratiques  sont  trois  à  trois  dans  60  plans. 

V  U  existe  2Î0  groupes  formés  chacun  de  deu\  cubiques  planes  et 
d'une  biquadratique  de  la  surface  6,  et  tels  que  les  trois  courbes  d'un 
groupes  soient  sur  une  surface  adjointe  du  troisième  ordre;  celle-ci 
coupe  en  outre  5  suivant  deux  droites  passant  par  O. 

Par  exemple,  les  cubiques  oc^'y",  aa'y"  et  la  biquadratique  Kp"a" 
sont  sur  une  surface  cubique  adjointe,  qui  contient  les  droites  (ay'o") 
el  (  zo'o");  on  en  conclut  que  ces  deux  droites  et  la  tangente  en  O  à 
la  biquadratique  sont  dans  un  même  plan. 

En  étudiant  ces  relations  de  plus  prés,  à  l'aide  de  l'algorithme,  on 
reconnaît  que  le  plan  déterminé  par  deux  des  droites  de  la  surface  S 
(  issues  de  O)  et  le  plan  des  deux  droites  associées  (n°  15)  se  coupent 
suivant  une  droite  qui  touche,  en  O,  une  des  3o  biquadra  tiques  ;  les 
2/jo  surfaces  adjointes  du  troisième  ordre  définies  plus  haut  ont  quatre 
à  quatre  même  plan  tangent  au  point  O,  etc. 


Application  aux  courbes  de  quatrième  classe. 

22.  On  sait  que,  sur  une  courbe  plane  de  quatrième  classe,  les 
28  points  doubles  sont  situés  12  par  12  sur  63  courbes  du  troisième 
ordre,  dont  la  théorie  se  rattache  intimement  à  celle  de  la  proposée  : 
Steiner,  qui  a  établi  l'existence  des  63  cubiques,  n'a  pas  abordé  l'étude 
des  relations  géométriques  que  ces  courbes  peuvent  avoir  entre  elles; 
il  ^'e<t  borné  à  signaler  l'intérêt  de  cette  question  ('),  à  laquelle  se 
rapportent  les  remarques  suivantes  : 

Soit  toujours  G  le  cône  de  quatrième  classe  de  sommet  O  circon- 
scrit à  la  surface  de  Ruminer  K  :  c'est,  comme  on  sait,  un  cône  géné- 
ral de  classe  quatre,  de  même  que  les  sections  planes  de  K  sont  des 
courbes  générales  d'ordre  quatre.  Le  cône  s  a  28  droites  doubles,  qui 
sont  les  12  bilangentes  menées  de  O  à  la  surface  K,  et  les  16  droites 
qui  joignent  O  aux  points  doubles  de  celte  surface  :  d'après  le  théorème 
de  Steiner,  rappelé  plus  haut,  les  28  droites  doubles  sont,  12  par  12, 

(')  Journal  de  Crelle,  l.  19,  p.  272. 
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sur  63  cônes  cubiques,  qui  sont  ici  les  cônes  de  sommet  O  ayant  res- 
pectivement pour  directrices  :  i°  les  3o  biquadra tiques  ;  i°  les  32  cu- 
biques planes;  3"  la  cubique  double,  situées  sur  S.  Chacun  de  ces  cônes, 
en  effet,  contient  bien  douze  droites  de  S,  car  :  i°  une  biquadratique 
passe  par  huit  points  doubles  de  K.  et  rencontre  quatre  des  douze  bitan- 
gentes  menées  de  O  à  K.;  i°  une  cubique  plane  contient  six  points 
douilles  et  rencontre  six  bitangentes  de  K;  3"  le  cône,  G,  de  som- 
met O,  qui  a  pour  base  la  cubique  double,  contient  les  douze  bi tan- 
gentes (n°  10  ). 

On  obtient  de  cette  manière  une  représentation  géométrique  des 
63  cônes,  dits  cônes  cayleyens  de  G  (n°  14),  et  l'on  met  en  évidence 
plusieurs  de  leurs  propriétés. 

25.  La  cubique  double  de  $  est  située  sur  la  polaire  du  point  O 
par  rapport  à  la  surface  K  (n°  16);  les  douze  points  où  elle  coupe 
celle  surface  sont  donc  sur  la  courbe  de  contact  de  K.  et  du  cône  8,  et 
les  sections,  par  le  plan  de  la  cubique  double,  du  cône  3  et  de  la  surface 
K,  se  touebent  en  ces  douze  points.  Ainsi  : 

Une  courbe  de  quatrième  classe,  G1,  est  coupée  par  une  quel- 
conque de  ses  63  cubiques  cayleyennes  (en  dehors  de  12  points 
doubles)  en  douze  points  simples  :  elle  touche  en  ces  douze  points 
une  courbe  de  quatrième  ordre,  C. . 

Nous  verrons  plus  bas  que  les  deux  courbes  é*  et  C4  sont  liées 
d'une  manière  intéressante. 

24.  Steiner  a  montré,  dans  le  Mémoire  cité  plus  haut,  (pie  les 
63  cubiques  cayleyennes  de  G1  forment,  trois  à  trois,  des  groupes  re- 
marquables :  les  trois  cubiques  y,  y,  et  y2,  d'un  même  groupe  de  Stei- 
ner, sont  telles  que,  parmi  les  douze  points  doubles  de  G*  que  contient 
ebacune  d'elles,  six  appartiennent  à  la  deuxième  et  les  six  autres  à  la 
troisième;  les  cubiques  y,  y,,  y,  ne  contiennent  donc,  en  tout,  que 
18  points  doubles  de  G*,  répartis  en  trois  systèmes  de  six,  et,  d'après 
Aronbold,  les  six  points  doubles  de  chaque  système  sont  sur  une  co- 
nique. Il  y  a  336  groupes  de  Steiner,  d'où  3  x  336  =  1008  coniques 
passant  par  six  points  doubles  de  B*. 
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Gela  posé,  soient  G,  et  G2  deux  cônes,  de  sommet  O,  ayant  pour 
bases  respectives  deux  cubiques  de  la  surface  ô,  situées  dans  un  même 
plan  :  ces  cônes,  et  le  cône  G  qui  a  pour  base  la  cubique  double  de  6, 
forment  évidemment  un  groupe  steinérien  de  trois  cônes  cayleyens,  par 
rapport  au  cône  e.  Or  les  deux  cubiques,  bases  de  G,  et  G2,  ont  neuf 
points  communs,  dont  six  sont  les  points  doubles  de  K  (et  de  6) 
contenus  dans  leur  plan,  et  dont  les  trois  autres  sont  nécessairement 
sur  la  courbe  double  de  6,  c'est-à-dire  sur  le  cône  G;  de  plus  ces  trois 
derniers  points  sont  en  ligne  droite,  puisque  la  courbe  double  est  plane. 
Donc  : 

Trois  cubiques  cayleyennesy,  y,  et  y2,  d'une  courbe  de  quatrième 
classe,  z\  formant  un  groupe  de  Steiner,  ont  trois  points  communs; 
ces  points  sont  sur  une  même  droite.  A. 

On  en  déduit  une  autre  propriété  :  les  cubiques  y  et  y,  se  coupent 
en  neuf  points,  dont  trois  sont  sur  A,  et  les  six  autres,  qui  sont  des 
points  doubles  de  Z\  sur  une  conique,  ta2=  o;  on  a  donc  identique- 
ment 

Y  — Y,  =  Aû)8, 
et  de  même 

y-y2=Aw,; 
d'où 

y,-Tj  =  A(tol-o)s), 

c'est-à-dire  que  la  conique  w,-  w2  =  o,  qui  contient  les  six  points 
doubles  de  z  '  communs  à  y,  et  y2,  passe  par  les  quatre  points  d'inter- 
section des  coniques  &>,  et  co2.  Ainsi  : 

Trois  cubiques  cayleyennes d' une  courbe  de  quatrième  classe,  Z  '. 
formant  un  groupe  de  Steiner,  contiennent  en  tout  18  points  doubles 
de  e\  situés  6  à  G  sur  trois  coniques  :  ces  t/'ois  coniques  se  coupent 
en  quatre  mêmes  points. 

Ou  encore  : 

Les  1008  coniques  qui  contiennent  chacune  6  points  doubles  de 
Z'  se  répartissent  en  336  groupes  de  trois,  de  telle  sorte  que  les 
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1  coniques  d'un  groupe  n'aient  en  commun  aucun  point  double  de 
z\  et  se  coupent  en  quatre  mêmes  points. 

(  '.l'île  proposition  peul  s'énoncer  d'une  autre  manière  : 

Les  douze  bitangentes  menées  d'un  point  <  >  à  une  surface  de 
Kummer,  I\,  se  répartissent  de  i<~>  manières  en  deux  groupes  de 
six,  les  sic  bitangentes  de  chaque  groupe  étant  sur  un  cône  île  se- 
cond ordre  (  propriété  connue)  :  les  deux  cônes  qui  correspondent 
ainsi  aux  deux  groupes  d'une  même  répartition  se  coupent  suivant 
1  droites,  nui  s'appuient  sur  une  même  conique  de  lu  surface  de 
h  u  m  mer  1  '  ). 

25.    I  m'  cayleyenne  y  de  c  '  appartient  îi  ■ — ^ — ■  =16  groupes  de 

Steiner;  si  y  esl  la  cubique  double  de  ô  (  z  '  étant  la  section  du  cône  z 
l><n  le  plan  de  celle  cm1ui| ne  ),  les  seize  droites  A,  qui  correspondent 
respectivemenl  aux  i<>  groupes,  smii  les  intersections  du  plan  dey  avec 


(')  Le  même  théorème  conduit  à  une  propriété  des  surfaces  de  troisième 
classe.  On  sait,  en  effet  (Geiser),  que  la  section  d'une  telle  surface  par  un  plan 
tangent  est  une  courbe  de  quatrième  classe,  qui  admet  pour  points  doubles  les 
intersections  du  plan  avec  les  27  droites  de  la  surface.  D'ailleurs  les  27  droites 
sont,  6  à  6,  sur  36o  quadriques  (Cremona)  qui,  comme  on  le  voit  aisément,  se 
groupent  3  à  3,  de  manière  que  les  douze  droites  situées  sur  deux  quadriques 
quelconques  d'un  groupe  appartiennent  à   un  même  double-six  (par  exemple. 

dans  II tation  de  M.  Cremona,  les  quadriques  qui  contiennent  respectivemenl 

les  trois  systèmes  de  -i\  droites  :  «,,  a2,  a3,  />.,  biy  b6;  bu  le,  l>  .  at,  as,a6;  c12, 
C|3,  c23,  cV3,  cic,  c5c  forment  un  des  120  groupes  1.  lui  vertu  du  théorème  énoncé 
dans  le  texte,  les  sections  de  trois  quadriques  d'un  même  groupe  par  un  plan 
tangent  quelconque  de  la  surface  de  troisième  classe  se  coupent  en  quatre  même- 
points,  d'où  il  résulte  que  les  trois  quadriques  appartiennent  à  un  même  faisceau 
ponctuel.  Donc  : 

Les  36o  quadriques  '/ni  contiennent  six  droites  d'une  surface  de  troisième 
classe  se  repartissent  en  120  groupes  de  trois,  de  telle  sorte  que  les  trois  qua- 
driques d'un  groupe  se  coupent  suivant  une  même  courbe  du  quatrième  ordre. 

On  voit  aisément  que  cette  courbe  du  quatrième  ordre  passe  par  12  des 
i'i  points  triples  de  la  surface  de  troisième  classe,  en  sorte  que  :  les  45 points 
triples  d'une  surface  de  troisième  classe  sont  situés,  douze  par  douze,  sur 
120  biquadra tiques. 

Journ.  de  Math.  (5*  série),  tome  I.  —  Fasc.  lit,  r8g6.  M 
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les  seize  plans  singuliers  de  la  surface  de  Kummer  K  :  elles  sont  donc 
<les  tangentes  doubles  de  la  courbe  du  quatrième  ordre,  C4,  défini.- 
au  n°  2<>,  et  les  propriétés  connues  de  la  surface  de  Kummer  condui- 
sent aux  propositions  suivantes  sur  les  courbes  s4  et  C4  : 

Une  cubique  cayleyenne,  y,  des,''  appartient  à  iG  groupes  de 
Steiner,  à  chacun  desquels  correspond  (n°  2-i)  une  droite,  A. 

Les  seize  droites  A  ainsi  définies  se  coupent  2  à  2  en  120  points, 
qui  sont  respectivement  sur  les  120  droites  joignant  deux  à  deux 
les  iG  points  doubles  de  B*  non  situes  sur  y. 

Les  seize  droites  A  sont  doublement  tangentes  à  une  même  cou/In- 
du quatrième  ordre.  C4,  qui  louche  S*  en  douze  points,  situés  sur 
la  cubique  y. 

Les  deux  points  de  contact  avec  CA  de  chacune  des  droites  A  sont 
su/-  une  conique  qui  contient  six  points  doubles  de  s*,  non  situes 
sur  y;  inversement  :  les  deux  tangentes  menées  à  C*  en  un  point 
double  non  situé  sur  y  sont  tangentes  à  une  conique  qui  touche  six 
des  droites  A. 

D'autres  propositions  se  déduiraient  des  résultats  du  n°  21;  nous 
les  avons  énoncées  dans  une  Note  insérée  aux  Comptes  rendus  des 
Séances  de  l'Académie  des  Sciences  (22  avril  1890);  comme  on  peut 
les  établir  directement,  sans  s'appuyer  sur  les  propriétés  de  la  surface  S. 
il  nous  paraît  inutile  d'y  revenir  ici. 

Cas  des  fonctions  abéliennes  hyperelliptiques  de  genre  trois. 

26.  On  a  supposé,  dans  l'étude  de  la  surface  S,  définie  analytique- 
inent  au  n°  7,  que  les  fonctions  thêta  considérées  ne  provenaient  pas 
d'une  courbe  de  genre  trois  hypèrelliplique  :  s'il  en  est  autrement, 
la  définition  du  n"  7  conduit  toujours  à  une  surface  algébrique,  que 
nous  désignerons  par  (Ê,  mais  dont  le  degré  est  cinq,  au  lieu  de  six. 

En  effet,  ce  qui  caractérise  le  cas  hyperellip tique,  c'est  qu'une  des 
64  fonctions  thêta  normales,  paires,  d'ordre  un  s'annule  pour 
//  =  v  =  w  =  o  ;  d'où  il  résulte  que  chacune  de  ces  G4  fonctions  s'annule 
pour  une  demi-période  qui  n'est  pas  un  de  ses  zéros  dans  le  cas  gêné- 
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nil.  Il  est  facile  de  voir  qu'on  peut  appliquer  l'algorithme  du  n°  o  de 
telle  façon  que  les  fonctions  pp'o."  et  pp'$"  s'annulent  respectivemenl 
pour  les  demi-périodes  {pp'Y')  et  (pp'o"),  et  de  même  que  les  fonc- 
tions pp'Y'  et  pp'o"  s'annulent  respectivement  pour  les  demi-périodes 
!  pp'o.'  )  el  ippy). 

Cela  posé,  soient  toujours  a  a' a"  la  fonction  S,  etaa'Ji"  la  fonction  Sa  : 
les  quatre  fonctions  (-),  du  n°  7  s'annulent  pour  les  32  demi-périodes 
I  pp'Y'  )  '''  (  PP$")'  dont  l'une,  (aa'y"),  qui  n'annulait  pas  r,  dans  le 
cas  général,  l'annule  dans  le  cas  hyperelliptique.  De  plus,  cette  demi- 
période  compte  pour  deux  dans  le  nombre  des  solutions  communes 
aux  trois  équations  0,  =  o,  ®y=  o  et  &,=  o;  car  si,  par  exemple,  il 
s'agit  de  la  demi-période  m  =  p  =  w  =  o,  les  0,  sont  des  fonctions  im- 
paires et  ~,  une  fonction  paire.  Il  en  résulte  que  le  degré  de  <£  est 

5(6  X  2  X  2  —12  —  2)=  5. 

La  sur /'arc  <£  est  dune  du  cinquième  ordre. 

27.  D'après  le  n°  10,  la  surface  £  a  seize  points  doubles,  correspon- 
dant aux  seize  demi-périodes  qui  annulent  â,,  sans  annuler  les  0,;  aux 
deux  fonctions  pp'Y'  et  pp'o"  correspondent  (n°  11)  deux  courbes 
di'  £  situées  dans  un  même  plan;  ce  plan  qui,  dans  le  cas  général,  con- 
tenait six  points  doubles  de  S,  contient  sept  points  doubles  de  Z,  car 
il  renferme,  en  plus,  un  point  double  qui  correspond  à  l'une  des  demi- 
périodes  (pp'tx.")ou(pp'$").  En  étudiant  ainsi  la  répartition  des  points 
doubles  entre  les  16  plans,  on  voit  qu'ils  sont  situés  quatre  à  quatre 
sur  huit  droites,  et,  d'une  manière  plus  précise,  qu'ils  sont  à  l'inter- 
section de  quatre  droites  ne  se  coupant  pas  avec  quatre  droites  s'ap- 
puyant  sur  les  premières  :  ces  huit  droites  D  sont  d'après  cela  des 
génératrices  d'une  même  quadrique,  Q;  quatre  appartiennent  à  un 
système  et  quatre  à  l'autre  système. 

Comme  dans  le  cas  général,  la  surface  a  un  point  triple  O;  elle 
contient  nécessairement  les  huit  droites  D  ci-dessus,  et  le  plan  mené 
par  O  et  par  l'une  d'elles  touche®  le  long  de  cette  droite.  Il  en  résulte 
que  £  passe  par  la  conique  polaire  de  O  par  rapport  à  Q  (  '  ).  La  sur- 

(')   Celte  conique  correspond  à  la  demi-période  1  aa'f"). 
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face  *L  contient  également  les  12  droites  issues  de  I  )  et  qui  s'appuienl 
sur  deux  droites  D  non  concourantes. 

L'équation  de  £  s'obtient  assez  facilement,  en  partant  de  ces  proT 
priétés.  A  oici  le  résultat  : 

Soient  Q(  x,  \ \  z,  /  )  =  o  l'équation  de  la  quadrique  Q;  II  =  o  celle 
d'un  des  systèmes  de  quatre  plans  tangents  à  Q  qui  découpenl  sur 
cette  quadrique  les  huit  droites  D;  si  les  coordonnées  de  O  sont  o,  o. 
o,  1,  et  si  dans  Q  et  II,  les  coefficients  de  la  plus  haute  puissance  de  / 
sont  égaux  à  l'unité,  l'équation  de  <£  est 

(12)  Q(nf_ion;)+Q,(Q=-ii)=o. 

On  vérifie  sans  difficulté  que  cette  surface  possède  toutes  les  proprié- 
tés indiquées  ci-dessus;  inversement,  on  peut  établir  sa  liaison  avec  les 
fonctions  hyperelliptiques,  en  suivant  une  marche  analogue  à  celle 
indiquée  par  M.  Darboux  à  propos  de  la  surface  de  Ruminer  t  Comptes 
rendus,  t.  XCII,  p.  1493). 

Une  droite  issue  de  O  coupe  la  surface  £  en  deux  points  mobiles;  si 
donc  on  projette  <L,  à  partir  du  point  O,  sur  un  plan  II,  à  chaque  point 
m  de  ce  plan  correspondront  deux  points  M,  et  >h  de  <£  :  M,  et  M., 
coïncideront  lorsque  ///  sera  sur  la  trace  du  cône  de  sommet  O  circon- 
scrit à  <L  (courbe  de  passage).  Or  ce  cône,  du  huitième  ordre,  se  dé- 
compose en  huit  plans,  qui  sont  les  huit  plans  menés  par  O  et  par  les 
huit  droites  D,  et  qui  d'ailleurs  touchent  le  cône  du  second  ordre,  2, 
de  sommet  O,  circonscrit  à  la  quadrique  Q.  Si  donc  on  représente  le 
point  ///.  du  plan  II,  par  les  deux  paramètres,  A  et  a.  des  deux  plans 
tangents  qu'on  peut  mener  par  ce  point  au  cône  I,  les  points  M,  et  \L 
coïncideront  lorsque  X  ou  u.  prendra  une  des  huit  valeurs  o,,  a2,  ...,  a% 
qui  correspondent  aux  huit  plans  ci-dessus;  en  d'autres  ternies,  les 
coordonnées  de  M,  seront  fonctions  rationnelles  des  paramètres  A,  a 
et  du  radical  \(A  —  a,)  ...  (A  —  as)'\t.  —  a,)  ...(p.—  as) . 

Observons,  pour  terminer,  que  les  plans  tangents  au  cône!  coupent 
la  surface  £  suivant  des  courbes  du  cinquième  ordre,  hyperelliptiques, 
de  genre  trois,  et  de  mêmes  modules  :  car  les  modules  d'une  de  ce- 
courbes  sont  les  rapports  anharmoniques  que  forment,  quatre  à  quatre, 
les  huit  tangentes  qu'on  peut  lui  mener  par  son  point  triple  O;  ces 
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lniii  tangentes  sonl  les  intersections  <lu  plan  de  la  courbe  avec  1rs  huil 
plans  menés  par  <>  el  les  huit  droites  1>,  et  leurs  rapports  anharmo- 
niques  (quatre  à  quatre)  sont  constants,  puisque  les  huit  plans  el  le 
plan  mobile  enveloppent  un  cône  «lu  second  ordre,  S.  (  le  sont  les  fonc- 
tions abéliennes  appartenanl  à  une  des  courbes  hyperelliptiques  con- 
sidérées i|in  définissent  analytiquement  la  surface  £. 
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S///'  Ici  détermination  des  intégrales,  d'une  équation  aux  dérivée, 
partielles  par  ses  valeurs  sur  un  co/itour  tenue  ; 

Par  M.   Emile  PICARD. 


J'ai  démontré  autrefois  (voir  ce  Journal,  j,e  série,  t.  VI,  1890)  qu'une 
intégrale  continue  d'une  équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre  est  complètement  déterminée,  dans  une  région  du  plan 
où  les  caractéristiques  sonl  imaginaires,  par  ses  valeurs  le  long  d'un 
contour  fermé,  pourvu  que  ce  contour  soit  suffisamment  petit,  et  j'ai 
montré  comment,  dans  ces  conditions,  on  pouvail  obtenir  l'intégrale 
par  une  méthode  rigoureuse  d'approximations  successives.  Dans 
quelques  parties  de  mes  raisonnements,  je  m'appuie  sur  la  possibilité 
de  taire  une  représentation  conforme  de  l'aire  envisagée  sur  un  cercle, 
niais  cel  artifice  a  seulement  pour  but  de  simplifier  et  n'est  pas  indis- 
pensable; c'est  ce  qu'a,  d'ailleurs,  montré  récemment  M.  Zarembadans 
le  Bulletin  de  la  Société  mathématique  (1896  ),  au  moins  pour  un  des 
points  de  la  démonstration,  et  il  est  aisé  de  voir  qu'il  en  est  de  même 
pour  les  autres  poinis.  (  lette  remarque  a  son  importance  parce  qu'elle 
établit  que  les  considérations  dont  j'ai  fait  usage  ne  sont  pas  bornées 
au  cas  de  deux  variables  indépendantes,  mais  s'étendent  à  un  nombre 
quelconque  de  variables. 

Une  autre  remarque  est  à  faire  relativement  à  l'expression  de  contour 
suffisamment  petit.  J'ai  toujours  entendu  par  là  un  contour  dont  tous 
les  points  s'éloignent  suffisamment  peu  d'un  certain  point.  Tous  les 
résultats  obtenus  sont  cependant  encore  applicables,  si  l'on  élargit  la 
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définition  précédente,  en  entendant  par  contour  suffisamment  petit, 
un  contour  enveloppant  une  aire  suffisamment  petite,  comme  nous  le 
montrerons  facilement  dans  un  moment. 

(  lonsidérons  maintenant,  comme  jeTai  l'ait  en  1890  dans  le  Journal 
de  l'Ecole  Polytechnique,  l'équation 

à'1 11         ()- 11  ,  1)11  1)11  „ 

j7  +  TT  +  2flj     -f-  ie  -3 — h/«  =  o, 

Or-  ()j-  t)  ,  ()y  ■' 

les  coefficients  d,  e,  f  étant  des  fonctions  anal)  tiques  de  x  et  y,  conl  i- 
nues  dans  une  aire  A  ;  nous  supposons,  de  plus,  que  l'on  ait,  dans  celle 
région, 

/<o. 

Il  n'y  a  qu'une  seule  intégrale  continue  prenant  sur  tout  contour 
fermé  (  tracé,  bien  entendu,  dans  A)  une  succession  donnée  de  valeurs. 
Il  s'agissait  d'obtenir  cette  intégrale;  la  méthode  indiquée  d'approxi- 
mations successives  le  permet  seulement  si  l'aire  limitée  par  le  contour 
est  assez  petite.  J'ai  montré  que  l'on  pouvait  encore  employer  le  pro- 
cédé alterné,  ce  qui  permet  de  traiter  le  problème  pour  un  très  grand 
nombre  de  contours  C,  mais  (sauf  le  cas  où  il  et  e  sont  nuls)  il  peut 
subsister,  au  point  de  vue  d'une  rigueur  complète,  quelques  difficultés 
à  cause  des  discontinuités  que  présentent  nécessairement  les  dérivées 
des  valeurs  données  sur  les  contours.  Il  me  parait  donc  utile  de  re- 
prendre le  même  problème  par  une  autre  voie  beaucoup  plus  facile. 
Mous  3  trouN  erons  d'ailleurs  un  autre  avantage  :  la  méthode  s'étendra 
il' elle-même  au  eus  de  plus  île  dette  variables,  circonstance  qui  ne  se 
présentait  pas  pour  ma  première  méthode,  car  il  faudrait,  auparavant, 
faire  nue  étude  complète  du  procédé  alterné  pour  l'espace  à  trois  di- 
mensions, étude  ([ni  semble  n'avoir  jamais  été  faite. 


I. 

J'ai  dit  plus  haut  que,  au  lieu  de  contour  suffisamment  petit,  nous 
pouvons  parler  d'aire  .suffisamment  petite.  11  suffira  de  montrer 
(c'est  le  seul  point  qui  puisse  embarrasser)  qu'une  intégrale  continue 
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d'une  équation 

d"  11  d"  11  ,  du  du  r 

esl  déterminée  par  ses  valeurs  le  long  d'un  contour  fermé  i  simple  ou 
non  ),  pourvu  que  ce  contour  enveloppe  une  aire  suffisamment  petite. 

.r.ii  démontré  seulement  ce  théorè {Journal  </>■   Mathématiques, 

1890,  p.  i5r)  en  supposant  que  le  contour  restait  dans  le  voisinage 
d'un  point.  Pour  bien  préciser  l'énoncé  du  théorème  généralisé,  nous 
|Hiii\ons  dire  que,  étant  donnée  une  courbe  fermée  quelconque  <  '■.  <>n 
peut  tracer  une  seconde  courbe  fermée  C  limitant  avec  C  une  aire  assez 
petite,  de  telle  sorte  qu'une  intégrale  continue  s'annula  ni  sur  C  et  C' 
mm!  idenl iquemenl  nulle  dans  l'aire. 

Qu'on  veuille  bien  se  reporter  au  passage  cité,  et  l'on  verra  de  suite 
qu'il  suffit  d'établir  qu'on  peut  satisfaire  à  l'inégalité 

,,..       .....  ^  àB        àB'        . 

h--i.-<(N      (//  +  o 

par  des  fonctions  B  et  I!  de  x  et  y  continues  dans  l'aire  limitée  par  là 
courbe  Cet  par  une  courbe  C  voisine  de  C.  En  désignant,  en  effet,  par 
m-  le  maximum  de    8  .  l'inégalité  sera  vérifiée  si 

....       ....  ,       àB       dB 

d  i         dy 

Or,  on  peut  trouver  des  fonctions  Bel  lî'  de  a  ci  y.  bien  détermi- 
nées ei  continues  dans  une  aire  annulaire  limitée  par  deux  courbes 
fermées  T  et  V,  suffisamment  voisines  et  comprenant  entre  elles  la 
courbe  C.  Ce  problème  est  indéterminé;  en  voici  une  solution  qui 
n'est  sans  doute  pas  la  plus  simple  que  l'on  puisse  citer;  posons 


On  aura  l'équation 

f)-v         d\  r-      ,■  d\   - 
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d.r 

dy 

ition 

àx2           dy-         \àx/ 
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Or,  d'après  ce  que  j'ai  précédemment  établi  (  Mémoire  cité  du  Jour- 
nalde  Mathématiques,  p.  162),  on  pourra  trouver,  si  l'aire  annulaire 
que  limitent  V  et  V  est  suffisamment  petite,  une  intégrale  V  de  cette 
équation  prenant  des  valeurs  données  sur  F  cl  T  ,  continue  et  bien 
déterminée  entre  ces  deux  courbes.  Celle  valeur  de  V  nous  donne  les 
valeurs  de  Bel  B'  dont  nous  avons  besoin  [tour  terminer  le  raisonne- 
ment. 

Nous  avons  supposé  que  nous  avions  seulement  deux  variables: 
l'extension  au  cas  de  trois  variables,  par  exemple,  à  une  équation  de 
la  forme 


(Y- 11        t)1 1/        d*u  ,ôu  du  edu 

à.v-  <)y-  ôzc  àx  tM'  J    Oz 


-t-  gu  =  o 


se  fait  sans  aucune  difficulté. 


II. 


J'arrive  maintenant  au  principal  objet  de  cet  article.  Considérons 
d'abord  une  équation 


ôx* 


<)"  Il  ,  Ou 

—T    4"    2«?-r- 

<))  -  Ox 


1)11 

'dy 


Dans  toute  région  du  plan,  où  les  coefficients  il  et  e  sont  bien  déter- 
minés et  continus,  une  intégrale  continue  est  bien  déterminée  par  ses 
valeurs  sur  un  contour  fermé,  car  on  démontre  facilement  (voir  Jour- 
nal de  l'École  Polytechnique,  1890)  qu'une  telle  intégrale  ne  peut 
avoir  ni  maximum  ni  minimum.  11  s'agit  d'obtenir  l'intégrale,  prenant 
des  valeurs  données  sur  un  contour.  Nous  allons  montrer,  à  cet  effet, 
que  si  l'on  peut  obtenir  celle  intégrale  pour  un  contour  (  '..  on  pourra 
l'obtenir  pour  un  contour  (  '.'  suffisamment  rapproché  de  (  '.,  mais  enve- 
loppant une  aire  plus  grande,  de  telle  sorte  que  l'on  pourra  passer  de 
proche  en  proche  à  un  contour  quelconque,  après  être  parti  d'un  con- 
tour enveloppant  une  aire  suffisamment  petite,  pour  lequel  nous  savons 
résoudre  le  problème. 

Je  commencerai  par  un  lemme  préliminaire  :  Soit  une  aire  limitée 
pur  lieux  contours  (  ]  et  (  '.',  et  considérons  um-  intégrale  1/  de  l  équa- 
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tion  proposée,  continue  dans  l'aire,  s'annulant  en  toits  les  points  de 
<  '.  cl  prenant  le  long  de  <  '.  des  valeurs  comprises  entre  —  M  et  -t-  M. 
Je  dis  que,  [mur  un  point  A  pris  à  l'intérieur  de  l'aire,  on  peut  dé- 
terminer  un  nombre  y  inférieur  à  l'unité,  tel  que  l'on  ait 

|«A|<Mgr. 

En  effel .  soit  v  l'intégrale  de  l'équation  prenanl  sur  (  '.  la  valeur  zéro 
el  sur  (  '.'  la  valeur  ////  ;  on  aura  é\  idemmenl  en  toul ,  point  de  l'aire, 

—  Mc<//<Mc. 

(  >r,  au  point  A,  l'intégrale  v  prend  une  valeur  q  plus  petite  que 
l'unité,  et  le  lemme  esl  par  suite  établi.  (  )u  voit  que  ce  lemme  suppose 
essentiellement  que  Tain'  est  limitée  par  plusieurs  courbes;  il  subsiste 
pour  le  ras  où  il  \  a  plus  de  deux  courbes,  les  intégrales  considérées 
prenant  toujours  la  valeur  zéro  sur  une  des  courbes. 

Ceci  posé,  soit  un  contour  r  (que  je  suppose  simple  pour  fixer  les 
idées  )  pour  lequel  nous  sachions  résoudre  le  problème;  je  veux  mon- 


trer qu'on  pourra  le  résoudre  pour  un  contour  (.  enveloppant  F,  si  C 
esl  suffisamment  rapproché  de  T. 

Donnons-nous  doue  des  valeurs  sur  C.  Nous  tracerons  d'abord,  à 
l'intérieur  de  F,  une  courbe  fermée  y  ipii  en  soil  très  rapprochée;  nous 
pouvons  alors  supposer  que  l'on  sait  résoudre  le  problème  proposé 
pour  l'aire  suffisamment  petite  comprise  entre  y  et  C.  Fixons  sur  Tune 
succession  de  valeurs  arbitraires;  nous  formerons  une  intégrale  w, 
continue  dans  F  et  prenant  ces  valeurs  sur  1'.  Cette  fonction  prendra 
certaines  valeurs  sur  y.  On  formera  une  fonction  c,,  continue  entre  y 
et  C,  prenant  les  mêmes  valeurs  que  //,  sur  y  et  prenant  sur  C  les  t, a- 
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leurs  données.  Considérons  ensuite  la  fonction  «,  prenant  sur  T  les 
mêmes  valeurs  que  p,  et  continue  dans  T,  et  continuons  ainsi  indéfini- 
ment. Nous  obtenons  deux  suites  de  fonctions 


et  Ion  a 

0) 


Tous  les  ti  sont  continus  dans  1\  les  p  sont  continus  entre  y  et  C  et 
prennent  tous  sur  cette  dernière  courbe  les  valeurs  données. 

Le  leinme  démontré  plus  haut  permet  aisément  d'établir  que  //„  et 
va  ont  des  limites  u  et  p;  on  a  alors 


U,,       U.J., 

....      //„ , 

•  •■<     l'/M 

u„  =  l'„_, 

(sur  Fi, 

un  =  f„ 

i  sur  y). 

dans  l'intervalle  compris  entre  F  cl  y,  et,  à  l'aide  de  ces  deux  fonctions, 
le  problème  èsl  résolu. 

Pour  établir  l'existence  des  limites,  désignons  par  q  le  plus  grand 
nombre  (inférieur  à  t)  correspondant  au  lemme  pour  tous  les  points 
de  F  considérée  connue  courbe  intérieure  à  l'aire  limitée  par  y  et  C. 

On  aura,  d'après  le  lemme, 

max.  de  |  w,  —  p,  \  sur  r  <  q  X  max.  de   c,  —  c,  |  sur  y, 
el  par  conséquent 


Or 


max.  de  \  p2  —  p,  sur  T  <  7  X  max.  de  |  «â  —  u,  |  sur  y. 
max.  de  |  u2  —  u,  |  sur  y  <  max.  de  |  «,  —  u,  j  sur  F, 


sans  mettre  de  facteur  g  dans  le  second  membre,  car,  pour  l'aire  simple 
limitée  par  F,  nous  ne  pouvons  pas  appliquer  le  lemme.  Il  résulte  de  là. 

puisque 

max.  de  1  «,—  w^surT  =max.  de  je,  —  p,|  sur  F 
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que  l'on  peul  écrire 

max.de   ut —  «2  sur  Y <  q  X  max.  de  u2 — «,|surr, 

<i  l'on  aura  ainsi,  <l  une  manière  générale, 

max.  de  |  //„  —  //„_,  |  sur  T  <[  g  x  max.  de  |  //„_,  —  un-t\ sl11'  f. 

Il  est  clair  alors  que,  sur  la  courbe  V,  la  fonction 

f/„  =«,-+-  («2—  «,)+...  +  {i/„ —  u„  ,  ) 

tend  vers  une  limite  représentée  par  une  série  qui  converge  comme 
une  progression  géométrique  décroissante,  quand  n  augmente  indé- 
Qniment.  La  fonction  //„  a  donc  une  limite  parfaitement  déterminée  // 
dans  l'aire  limitée  par  l\  el  il  en  est  évidemment  de  même  alors  pour 
v„  qui  aura  une  I  uni  le  p  définie  dans  l'aire  que  limitent  y  et  C.  Des  éga- 
lités (,  2),  il  résulte  que  u  =  v  dans  l'intervalle  compris  entre  V  et  y. 

On  voit  donc  qu'en  partant  d'une  aire  (simple  ou  non)  suffisamment 
petite,  on  peut,  de  proche  en  proche,  étendre  le  champ  d'intégration, 
et  Ton  arrive  ainsi  à  une  aire  quelconque  limitée  par  un  nombre  quel- 
conque de  contours. 

On  remarquera  encore,  et  c'est  là  pour  nous  un  point  important, 
que  toute  celle  analyse  s'applique,  sansaucune  modification,  à  l'es- 
pace à  trois  dimensions,  l'équation  différentielle. étant  de  la  forme 

d- u        d~u         d^u  .Ou  du  -du 

-r-»  -I-  -y-,  -+-  -î-ï  +  -d-, h  le- h2/r=o 

<)  1-         dy-         dz-  ox  dy  J    dz 

et  les  courbes  fermées  étant  remplacées  par  des  surfaces  fermées. 

III. 

Considérons  maintenant  une  équation  de  la  forme 

d"  u         d-u  ,  du  du  - 

dx2        d/1  ox  dy      J 

en  supposant  que  le  point  (x,y)  reste  dans  une  région  du  plan  où  l'on 
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.1  partout 

/<o. 

I  ne  intégrale  continue  est  alors  toujours  déterminée  par  ses  valeurs 
le  long  d'un  contour  fermé.  Les  considérations  que  nous  venons  de 
développer  peuvenl  s'appliquer  presque  sans  modifications. 

II  arrive  même  ici  que  le  lemme  prend  une  forme  plus  simple  que 
dans  le  cas  précédent.  Désignons  par  //  l'intégrale  prenant  sur  un  con- 
tour C  (qui  ici  peut  être  simple  |  des  valeurs  comprises  entre  —  M  et 

-  M.  Je  dis  que,  pour  un  point  A  à  l'intérieur  de  l'aire,  on  peut  trou- 
ver un  nombre  q  inférieur  à  l'unité,  tel  que  l'on  ait 

Pour  l'établir,  rappelons  d'abord  qu'une  intégrale  u  de  1  équation 
précédente  ne  peut  avoir  de  maximum  positif  ni  de  minimum  négatif. 
Soit  l'intégrale  v  prenant  la  valeur  un  sur  C.  Puisque  p  ne  peut  avoir 
de  maximum  positif,  elle  ne  surpassera  pas  un  à  l'intérieur  de  l'aire; 
elle  n'atteindra  pas  non  plus  cette  valeur,  car  on  aurait  ('),  au  voisinage 
d'un  point  (./•„,  v0)  où  éprendrait  la  valeur  un  : 

v=i  +  a.(x  -  ./-0)2  -+-  i$(x  -  xa)(y  —  y0)  -+-  y(y  -  y0Y  -+-.... 

i  )n  a  nécessairement 

a^o,     y<o,      ,32—  ay<o, 

et  la  substitution  donne 

2(a-t-y)-)-/0  =  o, 

en  désignant  par  /'„  la  valeur  de/en  (x0, y0)]  cette  inégalité  est  im- 

(')  Nous  supposons  ici  <|ue  les  coefficients  sont  analytiques  et  que,  par  suite 
I  Mémoire  cité  du  Journal  de  l'École  Polytechnique),  l'intégrale  est  analytique. 
On  pourrait  se  passer  de  cette  hypothèse  en  faisant  îles  raisonnements  analogues 
à  ceux  que  dè\  el<  >ppe  M  .  Paraf  dans  sa  thèse  {Annales  de  la  Faculté  des  Sciences 
de  Toulouse,  1892).  Je  rappelle  que  j'ai  indiqué  récemment  des  classes  très 
étendues  d'équations  aux  dérivées  partielles  de  tout  ordre  dont  toutes  les  inté- 
grales sont  analytiques  [  Comptes  rendus  (juillet  i8o,5)]. 
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possible  puisque/,  esl  différenl  de  zéro  el  négatif.  L'intégrale  v  esl 
donc  moindre  que  ////  à  l'intérieur  de  l'aire,  el  elle  esl  d'ailleurs  posi- 
tive, ne  pouvant  avoir  de  minimum  négatif.  Soit  y  sa  valeur  au  point  A; 
l.i  fonction 

\l> •-  u, 

étanl  positive  si  h-  (  "..  sera  positive  dans  l'aire,  el  par  suite 

«<Mp. 
Pareillement,  la  différence 

\lr  +  // 

esl  positive  sur  C,  el  l'on  aura,  par  suite, 
«>—  Mi-. 
Il  résulte  des  deux  inégalités  précédentes 
-Mq<uA<Mq, 

ce  <|iii  démontre  le  lemme  énoncé. 

I  m-  fois  le  lemme  établi,  on  peul  répéter  l'analyse  développée  plus 
haut.  On  pourra  seulemenl  employer,  en  quelque  sorte,  deux  fois  le 
lemme,  el  alors,  si  l'on  désigne  par  q  le  plus  grand  nombre  (  inférieur 
a  i  i  correspondant  au  lemme,  d'une  part,  pour  inus  les  points  de  y 
considérée  comme  courbe  intérieure  à  l'aire  limitée  par  l\  et,  d'autre 
pari,  pour  ions  les  points  de  I"  considérée  comme  courbe  intérieure  à 
l'aire  limitée  par  y  el  (  1,  on  aura 

max.  de  '  u„  —  u„_t  |  sur  V  •<  q-  x  max.  de  [  un_{  —  u„_  „  '  sur  1". 

1rs  notations  étanl  par  ailleurs  le>  mêmes;  on  voit  que  nous  avons  ici 
q-  au  lieu  de  q  dans  le  second  membre. 

II  est  presque  inutile  de  faire  encore  la  remarque  que  tout  ceci  s'ap- 
plique immédiatement  dans  le  cas  d'un  nombre  quelconque  de  va- 
riables. 

Je  remarque,  en  terminant,  que  le  procédé  dont  je  viens  de  me  ser- 
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vir,  appliqué  avec  précautions,  peut  être  utile  dans  beaucoup  de  cas; 
c'est  ainsi  que  je  l'ai  employé  {Journal  de  Mathématiques,  1893) 
pour  l'étude  des  intégrales  de  l'équation  non  linéaire 

à1 11        à*  u        ,   ,.  .  _ 

Or-  i)y-  -      —       '  7 

mais  des  difficultés  réelles  se  présentaient,  pour  cette  équation,  qui  ne 
se  rencontrenl  pas  dans  les  équations  linéaires  que  nous  venons  d'étu- 
dier. Ici  encore,  on  passe  immédiatement  de  deux  à  trois  variables, 
el  nous  pouvons  par  exemple  obtenir  de  celte  manière  l'intégrale  de 
l'équation 

<)■  11         ()'- 11  à- 11  1    ,.  ,  l         . 

prenant  des  valeurs  données  sur  une  surface  fermée. 
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Expression  des  composantes  de    l'attraction  d'un   ellipsoïde 
homogène  sur  un  point  extérieur,   au  moyen  des  fonctions 

9tfC; 

Par  M.  E.  MATH  Y. 


I.  —  Expression  par  les  fonctions  8. 

I .   Soient  a,  b,  c  les  demi-axes  de  l'ellipsoïde  et  m  le  point  extérieur. 

<  !et  ellipsoïde  se  décompose  en  couches  infiniment  minces  à  surfaces 
homothétiques  à  l'ellipsoïde  extérieur;  désignons  par  a,  (3,  y  les  demi- 
axes  d'une  quelconque  de  ces  couches. 

Par  m,  faisons  passer  une  couche  homofocale  à  chacune  des  précé- 
dentes; soient  a' [3' y'  les  demi-axes;  mn  =  e  l'épaisseur  de  cette  couche 
en  m  et  OQ  =  P'  la  distance  du  centre  O  de  l'ellipsoïde  au  plan  tan- 
gent en  ni,  i  le  point  d'intersection  du  rayon  Om  avec  la  surface  inté- 
rieure de  la  couche  passant  par  ni. 

Les  deux  triangles  min  et  OQm  donnent 

_  OQ.W  _  P'dï 
Om  Y 

Prenant  ~  =  u  comme  variable  et  désignant  par  X,  Y,  Z  les  com- 
posantes de  l'attraction,  on  sait  qu'on  peut  leur  donner  la  forme  sui- 

Journ.  de  Math.  (5"  série),  tome  II.  —  Fasc.  III,  1896.  4° 


(>) 
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vante  ('): 

X  =  —  3  M  m  -j  !    ; 1  > 

c   Jt     (l  +  P«ï)«(l  +  / 

Z=-3Mm1       •  — j—         — r 

C    -'o      (1  +  P«*)S(|  -M"V  i- 

(  les  formules  se  réduisent  à 

X  =  -3Mm^^£,        Y  =  ^3Mm4^,        Z  =  -3M/»4.F. 

!■■     ,11  c3    al  c3 

F  représentant  l'intégrale 

(a)  F=f-       -*£ r 

■A)      (H-Pk!)«(H-/'»«=)î 

Je  me  propose  de  rechercher  la  valeur  de  F.  A  cet  effet,  je  pose 
Vu  =  /, 


d'où 


du '  —  r,dt,         lu  =  l,l  =  \  I  ~-  '\  /  =  />/; 

l  I  \    a-  —  r- 


h  est  réel  et  plus  petit  que  i,  car  (huis  l'ellipsoïde,  on  peu!  toujour: 
supposer  a  >  b^>  c. 

Cette  variable  auxiliaire  transforme  l'expression  de  F  qui  devient 


i--=;  i 


r-di 


^(l  +  (!!M-/r/!l 


(')   Voir,  par  exemple,  M.  II.  Rrsal,  Mécanique  céleste,   ■    édition,  p.  198. 
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Je  fais  la  substitution 
d'où 

d/  =  >■>);.(<■)-,/(,.)),(,■)        =  ti»(p)v(p)  +  X»(p)v(p)    ,    _    Hn^ 
<  lomme  I  ,  |  conduit  à  (j.2(e)  =  — i—  et  v(c)  =  i/L±-^!,  il  vient 


dt 


dt  =  x  <  i   -/■-■)(  i  -  A  -  /2  )  dv        ou         rfp  =  — 

\/(n-<2)(i+Â'2^) 

En  comparanl  cette  formule  à  (3),  je  remarque  qu'on  obtient,  pour 
le  module  complémentaire,  //=  h  =  .  /"2 ~  c' .  £  vaut  .  A8—  fca 

V   «2— c2'  '         \/  rr— c2' 

L'intégrale  |  !  )  prend  la  forme 


La  fonction  .a  pour  périodes  w<i  u  et  possède,  dans  le  parallé- 
logramme des  demi-périodes,  un  seul  pôle  double  v  =  -;  la  formule 
connue  de  M.  Hermite 

v-  (")      *'  l  Mo)  yJ 

/,    étant  égal  à  ^J  permet  d'écrire,  après  intégration, 

La  composante  Z  est  donc  déterminée  en  fonction  de  92. 


(')  Les  notations  X,  [/.,  v;  0,  0,,  02,  83  sont  celles  de  Briot  et  Bououet. 
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Pour  obtenir  Y,  il  faut  dériver  le  produit  /F  par  rapport  à  /,  avec 

cet  le  remarque  que  v  est  indépendant  de  /  puisque  — -  -£  =  Vu. 

Quant  à  X,  comme  F  est  symétrique  en  /'  et»/,  je  suivrai  la  même 
règle   pour  déterminer  sa  valeur;   à  la   limite  supérieure,   on   aura 

X(r)  _  y/6*— c* 
(*•(")  _         c' 

1  ± 

(£2 c2\2  laï c2\2        _ 

En  remplaçant  /  et  /'  par  —       —  et- >  il  vient  les  formules 

suivantes  : 


X  = 


3  \\m  x 


(a2  —  c2)(62  —  c2) 


[SgJ,_D^w]-"   - 


(a!-  c2)2(62-c2)  L  !l    j  '"= 


Z  = 


3  M  m  s 


(a2—  c!)2(6s  —  c2) 


r^p-Dioge^)]^1 


2.   Il  est  évident  qu'on  peut  obtenir  directement  X  et  Y.  Si  l'on  re- 
prend la  formule  que  suppose  le  calcul  précédent  c  =        1_   >  et  qu'au 

lieu  d'égaler  cette  quantité  e  à  _, !  >  on  l'égale  à  — —,  alors,  en  pre- 
nant comme  variable  -7  =  m3,  des  calculs  semblables  à  ceux  qui  ont 
fourni  Z  (')  conduisent  à 


(8)         X=-3Mm5jf 


«  \  du , 


(')   Resal,  déjà  cilé,  p.   196. 
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En  vue  de  l'intégration,  soit 


d'où 


a3  —  c-     > 


du3=-       —dt3,  u,=  „,„,*,  =  £  %, 


(as— c*)1 


A2  avant  la  môme  valeur  que  précédemment. 

En  axant  égard  à  ces  valeurs,  je  puis  écrire  (8)  sous  la  forme 


(9)  X=  — 3M/n ^f 


t\  dt. 


Si  /,       Ai  c,  ),  celle  expression  devient 


(io)  X  =  —       —7  /  X2(t>3)cfo3. 

(a2—  c2)¥^» 

(  )r,  dans  le  parallélogramme  des  demi-périodes,  la  fonction  double- 
ment périodique  X*(ps)  possède  un  pôle  double  —  ;  en  vertu  du  théo- 
rème de  M.  Hermite,  on  a 


*'<*>  =  *[ï$. -'»■'<*•(•>]■ 


Conséquemincnl,  en  intégrant  et  remplaçant  k-  par    2_  —  ; 


(.1)     X  =  -         -J«fL_    _r^l(,_D.o,0(c,,|"V 


(<72— e2)2(a2— 62) 
Pour  calculer  Y,  je  choisis  comme  variable  ^  =  w2;  ainsi 

3Mmv    /*  m!  du, 


(-»)         Y=   -^=*J[ 


a2—  62    ,\Y         ft2— cs 


illl 


Posons  encore  — r, —  u;  =  il  ;  il  en  résulte 


du.2=  —     îdli, 


(a*-—  c2)2 

ci-—  b-     ,        a-—  b-    ,         ,  a    s 
- — — —  ;/;  =  — 1    =  k-  /, , 


d'où 
(12') 


b"-  -  (••-    , 

l>-  -  cs    , 
—  a*—c*> 

=  ^n, 

—  3M/HV 

r  ' 

Il  dt% 

{a'-—c'-YJo  (i  +  **«ï)*(i  —  A-'s«|)f 


En  faisant  /.,  =        \ ,  par  des  calculs  analogues  à  ceux  qui  ont  sen  1 
dans  la  recherche  de  Z,  on  obtient 


du 


(n-A-2<2)2(i-^'2^)- 


v_         SMmjr      r    "     ^  , 
(a*_c!)i.4>  ^'2> 


(«2-c2) 

La  décomposition  de  '      2    se  fait  en  remarquant  cjue  le  pôle  double 
est  — et  que,  par  suite, 

d'où 

('3)       Y  —  (a-_  ft.)  (i«_c«)  L«.(o)  Pa       U10&B,W_L=. 

Les  variables  r,.  Pa,  v3  sont  égales  aux  limites  d'intégration;  aux 
limites  inférieures,  elles  sont  nulles  toutes  trois;  aux   limites  supé- 


râ.[^-D-m«.w], 
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3. 


meures,  on  a 


X(es) 


A(r,)  _  \g°-—c* 
v(<>,)   -     ~~17        * 

M'')  _  ^g«—  c\ 
t*(«0  c' 

el  ces  trois  formules  se  ramènent  aux  trois  suivantes  : 

\Ja"- —  c'- 


H<  i      :  ~  „.■     >" o 


qui  sonl  égales  à  cause  de  ta  relation 

a  -'      a-      l>-  —  lr  =  c-      <■- . 

<  >n  peut  rapprocher  ces  nouvelles  formes  de  \  el  ï  de  celle  de  X  el 
les  écrire  comme  suil  : 


*  =  — 


i  M  mx 


(  a1  -  c-  )  ( 


ïfcéî)  [-  î$  "^  -  c2  +  v/S3  -  v*  I  )  logO(p 


0iY=^-3^-c-)[-:-;^^  -  ^  ?Dioge.(o];; 


z  = 


3  M  /».-  r     a 


M 


6,(0) 


,N,/-  -  ca    _N,/^  _  ,.'-'|>  |,,-0,(  P  i 


II.  —  Intégration  par  les  signes  p  et  Ç. 

Dans  le  calcul  suivant,  les  fonctions  de  M.  Weierstrass  onl  été  uti- 
iées  pour  exprimer  la  valeur  îles  intégrales  précédentes. 
Partant  de 


X  = 


I  \l  m  .r    /*" 


l 


ii-  du 


(-^-yo-^-) 


3l2  MATHY. 

je  pose 

h-  i 

a*  ~  pv  —  e3 


du 


ap'  v  do 


ce  qui  donne 

jr  _  3Mmx   r" "      f<2  i  ap'vdv 

a3      .1     pi' 


a'-i'V  /         «2_c2\2         2(jh>  — e,) 


(P1'— es/    \        P''—  e3, 

"°     {pv—  e3  —  ai  +  b*)^(pv  —  es+c>  —  a')1  (pp— e3)* 
La  théorie  de  p  conduit  à  poser 

e,  -i-  a2  —  c-  =  c, ,         e3  +  aa  —  b-  =  e2, 
puisque 

e,  +  e2  +  £>,=  o,         es  =  ^(b-  -+-  c2  —  2a2). 


En    remarquant    que    p'p  =  —  2  v(p<'  —  e,)(pp  —  ea)(<Pp  —  ea  ). 
X  deviendra 


(i5)  X  =  -3Mma:  f  — — — 

Cette  expression  s'intègre  en  appliquant  la  formule 

J  V  J"'-e3 


alors 

3  M  Hi.r 


X  = 


(e3— e,)  (e3—  e, 
OU 


7^/     [j>(P  +  »»)-ei]«fr, 


16)      (  V  =  ; ■ r- ■ — -L    l'  +  (i).)-rii+f',r    . 


ou  encore 


Y  3  M  />i.r  rY  ,  . 

X  =  (ff»-6»)(w»-c')  ^v'  +  œ*)  -  »J,  +  e3P  | 


(pest  défini  par  pv  —  e3  =  d2). 


(i8) 
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Y  et  Z  prennenl  des  formes  analogues,  en  posanl  .:  =  — —  —  P0111' 

le  calcul  de  ^  ,  et  —?  =  —    —  pour  celui  de  Z. 
c-        pe  -  e,  l 

L'expression  (  [6  i  de  \  ainsi  que  celles  de  Y  el  Z  concordenl  avec 
celles  que  je  déduis  d'une  formule  donnée  par  Halphen  (  '). 

I'  désignant  le  potentiel  d'un  ellipsoïde  homogène  sur  un  poinl  ex- 
térieur; '/,.  a,,  a3  les  carrés  des  demi-axes  de  l'ellipsoïde;  k,  Ji.  7  l'un 
des  trois  nombres  i ,  2,  3,  <ui  a 

(I-)     P  =  21îv/«i«î«»    "-t-5! [^(«  +  Wa)  —  Yla-t-Ca"]  , 

'         -    '  I  AJ(aa—  ap)(aa—  «y)  '  M 

la  transcendante  //  esl  définie  par 

pu  —  't(«,  -+-  «;+  a3)  —  /•,, 

/•,  étant  la  racine  négative  de   >  — - —  =  1 . 

~»    ,1 

.le  dérive  (17)  par  rapport  à  xa  el  j'obtiens 

<iv  , 1  du  ZXa  rv  >, 

1    ;      =  zi:\Ja{a2a3  \-j h- —  \(,(u  + (3ia)  —  r\a-h  eau 

»   djra  y  /  dxa  (.'■  "yi  '  i«  a     j 


<7«  x^  'i 


g;2(a.-«pKfl,-ar)[-P(M  +  M^  +  M- 


Cette  valeur  se  simplifie,  car,  en  remplaçant  p(u  -4-  coa)  —  e0  par 

(<?»  —  eg)(ea  —  cY)    ,,,•■-  ,•      1     1  ,  1     1 

dans  la  troisième  partie  de  la  somme  entre  accolades, 


il  vient 


-^i:(eg-e,MC:t-eT)[p(^^)-^i 

^a  -*-<  J>" 


ep)(ea— ey) 


puisque  ^       '!l  gg  =  l  el  fIue  («a-«p)(«a~  «y)  =(«s-  ''?)(''»-  <?-,)■ 


1  '  1   llu.i'HRN',  Traite  des  fonctions  elliptiques,  c  Parlie,  p.  4.92. 

Jouin.  de    Mail,.  (5'  série),  lome  II.  —   Fasr.  III,   1896.  \  ' 
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Cette  valeur  étant  reportée  dans  (  1 8),  on  conclu l 

(if))  a  ("«— «?)(««— aT> 

M  est  la  masse  de  l'ellipsoïde. 


Note.  —  1*  a  élé  obtenu  par  la  considération  de  l'équation  des  potentiels  avec 
les  arguments  elliptiques;  je  vais  établir  directement  cette  question. 

<  >n  sait  que,  si  xa  est  une  coordonnée  rectiligne,  T=z/(x0l)  satisfait  à  l'équa- 


tion des  potentiels,  si    >  -3—5-  =0.  Mais,  xa  étant  fonction  des  arguments  «,  c. 


r/2T 
dxj 

h',  celle  égaillé  se  transforme  en 
(■) 


vT— f— V      'r'T  d"  di'  f/T  f,!" 

+^\^dtt-  \dxuj  du  dv  d.v.À  dxa  durx  dxl, 

X 

11  r  11  .         .  /    du  \-      du      dv      d- 11 

Il  laut  calculer  séparément  I  -j—  \  ,  -j—  - — ,  -y— -j  s  appuyant  sur 

l  n 
I    I) 


(e«—  ep)  (e*  —  ey) 


Comme  la  quantité    > ;      — ,  entre  dans  ces  expressions,  j'en  cherche  la 

— 1  (jdm  —  ea  1-  1  '  j 

a 

leur.  De  (2),  je  tire 

y       -ri       _  y  (gq  —  pt')(g«  —  ,i"v)  _        1 


i,|"'  —  <?a)2        **    (ea—  ep)(ea—  eY)         J'"  —  t'a 
;  1 

(P"— ,!""')(, P"  —  P"')        __  'i(p"  —  ,i»-U,i>//— .pu-) 
(P«  —  ea)(p«  —  ep)(p«  —  ey)  — 


P  " 


1  •  •  V  xi  1  ■    •     • 

I.  équation    >    —  — =  i,  dérivée  par  rapport  a  a  -,,  donne 


-y"7nr  Z 


pu  —  t-x  dxa  -*  (pu  —ea)* 
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ni  s'écrit,  en  vertu  de  (3), 


(4) 


rfa;a       2(p«  —  ea)  (p«  — py)  (pu—  pf*>) 
I  >onc, 

f  du  \-      xr<  p'«s 


2*U.x-J  ~2< 


\rf.ra/        ^(PM-ea)* 


4(p«     j»' u.r»  -  ,}»«•)" 


\  cause  de  (3),  il  vient 
(5)  2 


o^  V 


Je  reprends  la  formule  (4)  pour  la  multiplier  par  la  valeur  analogue  -= — >  t-i 

a,  r  -, 


,dxaJ        (pU—pv)(pu  —  pw) 

( 
j'étends  le  produit  aux  xa. 

■yi    du     dv   _  ici  .r2,  p'up'v 

^d  dxrX  dj?%       Jmà  (pu  —  e,)  (  pc  —  e„)  ,  t  V,  >  , 

„     v''  «'\*  a'  4\pu  —  jh'J    (p«  —  pvo)(pw  —  pV) 

Mais  N    —^ =o;  donc 

— d  dxx  dxy, 

a 

Je  dérive  l'équation  (3')  une  seconde  fois  par  rapport  à  xa,  et  j'obtiens 

2  4rtx,p'"        du  ,,      /  du\-^  j:?x 

P«  —  e-x       (pu  —  ea)2  dx%       P  "  \55^/  ^  (pu  —  ea)2 

oc 

~2P"   \dxj  2à(pu-e*y 

a 

,     dru  ^  .*■£ 

-*,"sïï2(p„_,ci).=o- 


Dans  la  somme  relative  à  a?a,  le  premier  et  le  troisième  terme  s'annuleront;  en 

4p"& 
p'« 


effet,  le  troisième  ternie,  déduit  des  valeurs  précédentes,  est  égal  à  —       _    ;  le 


4p"« 

remier  terme  vaut  -+-        _2  ;  car 

/?'  « 
p'u   =  4  (p«  —  ea)  (p«  —  ep)  (p«  —  eY) 
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et 

p"u  =2[(p«  —  ea)(pu  —  cp)  -h.  .  .]. 

Le  deuxième  et  le  quatrième  terme  se  réduisent  à  o  également;  en  effet,  si   je 

substitue  à  -= —  sa  valeur  donnée  par  (  j),  le  deuxième  terme  devient 
dxa 

\   r-xy' il         du     _  2Xa,p'  « 

(P«  —  ''a)'"   ^a  _         (F" —  exii{pil—pv)(ptl—ptf)' 

et  en  sommant,  on  obtient 

—  ip'  u-  ^  xi 


M'"  -P'')(J>"— ,1'"  '  -^  (P«  — «a)3 

el  ;i  cause  de  (5) 

ilu 


2p  "  2*\djcj  2diPiï 


(pu—  eay 

a  oc 

qui  est  bien  < '-^al  et  de  signe  contraire  au  quatrième  terme  qui  figurera  dans  la 
somme. 

Finalement. 

\i  d!  h 
-à  dxl 

a 

et  (i)  se  transforme  en 

r/-T  v       d'-T  ,  .        d-T 

du^{pv  ~  'pir)  +  ~d^{pw  ~  pu)  +  d^ip"  ~  pv)  =  °- 

qui  est  l'équation  des  potentiels. 
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Sur  la  construction  des   Cortex  géographiques; 
Par  M.  D.-A.  GRAVÉ, 

Professeur  à  Saint-Pétersbourg. 


Dans  les  deux  célèbres  Mémoires  Sur  la  construction  des  Cartes 
géographiques,  Lagrange  a  trouvé  toutes  1rs  projections  orthomor- 
phes  d'une  surface  de  révolution  dont  les  méridiens  et  les  parallèles 
soni  rectilignes  ou  circulaires. 

Il  restait  jusqu'à  présent  à  résoudre  le  pareil  problème  pour  les 
Cartes  équivalentes,  c'est-à-dire  pour  les  Caries  qui  conservent  1rs 
aires. 

•I*ai  réussi  à  résoudre  complètement  ce  problème,  qui  présentai! 
certaines  difficultés,  et  j'espère  que  ma  solution  pourra  intéresser  1rs 
géomètres. 

Nous  appellerons  dans  tout  ce  qui  suit  les  projections  rectilignes, 
quand  les  deux  systèmes,  1rs  méridiens  ainsi  que  1rs  parallèles,  sont 
représentés  par  des  droites;  projections  mixtes,  quand  les  méridiens 
sont  représentés  par  des  droites  et  les  parallèles  par  des  cercles,  ou 
vice  versa;  enfin,  nous  les  appellerons  projections  circulaires,  cjuand 
les  deux  systèmes  sont  représentés  par  des  cercles. 

Soit  donnée  une  surface  S  par  les  équations 

où  u,  v  sont  les  coordonnées  curvilignes. 

Journ.  de  Math.  (5«  série),  tome  I.  -  Fasc.  1\  f\1 
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On  peut  faire  correspondre  aux  points  («,  r)  de  la  surface  les  points 
(.t,  y)  d'un  plan,  où  x,  y  sont  les  coordonnées  rectangulaires. 

Si  nous  prenons  deux  fonctions  <p(«,  »'),  '}(",  *'),  finies  et  conti- 
nues pour  un  certain  domaine  des  variables  //,  p,  les  équations 

a?  =  ç(«,e),         r  =  ^(«,  c) 

donneront  une  certaine  représentation  (projection,  carte)  d'une  partie 
de  la  surface  S,  ou  cette  surface  tout  entière 

Pour  que  la  projection  soit  équivalente,  il  faut  que  les  fonctions  <p 
el  'l  satisfassent  à  l'équation  différentielle 


dtp  J'J'         d'f  ài>        ,-  ., 

du  <A'         f>i'   (>«  *     ° 


où  K  est  une  constante  et  les  fonctions  C,  J,  (j  sont  les  coefficients  de 
l'élément  linéaire  de  la  surface 

(h-  =  edu  -+-  lidudv  ■+■  çdv2. 

Bornons-nous,  pour  fixer  les  idées,  au  cas  de  la  surface  de  révo- 
lution 

x  =  <p(«)cosp,         y  =  <p(tt)sinp,  :  =  u, 

où  v  est  la  longitude,  et  u  peut  être  pris,  ou  pour  la  latitude  même,  ou 
pour  sa  fonction. 
Alors  on  a 

C  =  H-[<p'(")]2,  #=o,  (j=[?(«)J2 

et  nous  obtiendrons  l'équation 

dxdy  _   0.r  dr  =  Q(u 
du  0^        dv  Ou 


£2(«)  =  K?(«)V  i  -+-[?'(«)]' 
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En  prenant  au  lieu  de  u  la  nouvelle  variable  indépendante 

0  =  /  Q(u)(/u, 
nous  parvenons  à  l'équation 

dx  dy       dx  dy  

&Ô  Je        ~dv  dû  ~~  '  " 

Si  nous  prenions,  au  lieu  de  la  variable  p,  une  nouvelle  i?  qui  soit 
une  fonction  de  r,  nous  aurions  l'équation 

dy         dx    dy  

dV  d~X>  ~~  <K>  dV  ~  W  ' 

où  (S  esi  une  fonction  de  <;  . 

Ainsi,  nous  voyons  que,  indépendamment  de  la  forme  de  la  surface 
de  révolution  donnée,  la  recherche  des  Cartes  équivalentes  dépend  de 
la  considération  de  l'équation 

,   ^  ô.v  dy        dx  dy 

^  '  du  dv        dv  du 

Prenons  pour  les  nouvelles  variables  indépendantes  x  et  e,  leurs 
fonctions  seront  y  et  u,  ainsi  que 

y  =  w(  x,  v  i,         u  =  A  (./■,  v  ). 

L'équation  se  transformera  en  la  suivante: 

Jto  d~k 

dv        dx 

Nous  aurons  la  solution  générale  de  l'équation  (  i)  de  la  forme 

(2)  { 

1  u=f'v(x,v), 
où  /est  une  fonction  arbitraire. 
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En  prenant  x  et  r  pour  les  variables  indépendantes,  nous  avons 
exclu  le  cas  de  x  =  u-(c);  dans  ce  cas,  la  solution  obtient  la  forme 

i  *=!*(*). 

(3)  t   ,  " 

où  u.  et  v  sont  des  fonctions  arbitraires. 

L'expression  de  la  solution  générale  du  problème,  à  l'aide  des  for- 
mules (2)  et  (3),  va  jouer  un  rôle  très  important;  nous  allons  en 
montrer  les  conséquences. 

Considérons  d'abord  le  problème  général. 

11  faut  trouver  les  fonctions 

(4)  X  =  <t(u,v),  y  =  <\,(u,v), 

qui  satisfont  à  l'équation  (1)  et  qui  donnent,  pour  les  méridiens  et  les 
parallèles,  des  courbes  d'une  espèce  donnée. 

En  éliminant  la  latitude  u  entre  les  équations  (4),  nous  obtenons 
l'équation  des  méridiens  qu'on  peut  écrire  de  la  manière  suivante  : 

(5)  y=f(x,v). 

De  la  même  manière,  l'équation  des  parallèles  aura  la  forme 

(6)  y  =  F(x,u). 

lui  différentiant  l'équation  (5),  nous  obtenons 

y'u  =  f'xx'a  ;      y  '*  =  />',  +  /',  • 

En  substituant  dans  l'équation  (1),  nous  obtenons 

./>;,=  ■• 

En  intégrant  par  rapport  à  u,  nous  aurons 

fj.c,  V  )(/.!■  —  u  -f-  *v, 
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où  vv  r-i  une  fonction  arbitraire  de  p  et  l'intégrale  esl  prise  en  considé- 
rant p  constante.  Cette  équation  obtient  la  forme 

(7)  <o|  x.  p)  =  «  +  w. 

Si  la  forme  des  méridiens  est  donnée,  la  fonction  to  s'exprime  expli- 
citement par  rapport  à  x,  tandis  que  la  variable  p  y  entre  implicite- 
ment comme  l'argument  des  paramètres,  inconnu,  de  l'équation  des 
méridiens. 

Prenons  compte  de  la  forme  donnée  des  parallèles. 

Si  nous  disons  que  la  tonne  des  parallèles  est  donnée,  eela  signifie 
que,  dan-  l'équation  (G),  bipartie  F  est  donnée  comme  une  fonction 
explicite  de  x,  dont  les  paramètres  sont  les  fonctions  arbitraires 
de  u. 

Nous  pouvons  éliminer  de  l'équation  (6)  la  variable  u,  au  moyen 
de  la  différentiatiqn,  en  d'autres  ternies,  nous  pouvons  écrire  l'équa- 
tion différentielle  des  parallèles,  en  considérant  u  comme  constante. 
Toutes  les  différenliations  seront  évidemment  faites  par  rapport  à  p. 

Gomme  nous  aurons,  dans  tout  ce  qui  suit,  presque  exclusivement 
les  dérivées  prises  par  rapport  à  p,  nous  écrirons  les  dérivées  de  a;  et 
y,  prises  par  rapport  à  p,  tout  simplement 

■'■',   y,    **,  y" 

Alors  soit  l'équation  différentielle  des  parallèles  de  la  forme 

(8)  LH.r,  v.  x  .y.  x",y",  ...)=o. 

En  différentiant  l'équation  (5)  par  rapport  à  p,  nous  aurons 
?=/**  +  /„ 

y"  =  f>"+f"xxx'-  -+- 2/,',  •■*■'  +  fUl 


Ces  formules  permettent  de  faire  disparaître  de  l'équation  (8)  les 
quantités  y,  y,  y",  .... 
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Nous  obtenons  l'équation 
(())  II((\  a?,  x',  x",  . .  .)=  o. 

On  peut  éliminer  les  dérivées  de  x  dans  l'équation  (9)  au  moyen  de 
l'équation  (7).  En  effet,  en  différentiant  l'équation  (7),  nous  aurons 

<à'xx'  -+-  (x>[,  =  u  . 
d'où  l'on  a 

x'  =  H,  (  ./•,  p  ). 

En  différentiant,  nous  aurons 


?  =  Sa(*,«0. 


En  substituant  dans  l'équation  (9)  au  lieu  des  quantités  x',  x",  ... 
les  fonctions  5j,(.r.  p  ),  L(  a?,  p),  . . .,  nous  aurons  définitivement  l'équa- 
tion 

(10)  M'i.r,  p)  =  o. 

Il  faut  bien  remarquer  que  x  entre  dans  cette  dernière  équation 
d'une  façon  explicite. 

Cette  équation  doit  être  une  identité,  car  autrement  elle  détermi- 
nerait x  comme  fonctions  de  p  seule,  ce  qui  est  impossible,  car,  dans 
ce  cas,  l'équation  (7)  donnerait  la  liaison  entre  u  et  v,  introduites 
comme  variables  indépendantes.  Il  est  évident  aussi  que  x  ne  peut  pas 
devenir  constante. 

Résoudre  le  problème  posé  n'est  autre  ebose  que  satisfaire  à  l'iden- 
tité (10)  de  la  manière  la  plus  générale. 

Quand  on  trouvera  les  expressions  des  paramètres  de  l'équation  (5) 
en  fonction  de  p  et  la  fonction  w,  de  la  façon  la  plus  générale  à  satis- 
faire à  l'identité  (10),  on  aura  les  projections  complètement  déter- 
minées parles  équations  (5),  (7). 

En  revenant  à  notre  problème  des  réseaux rectilignes  ou  circulaires, 
il  est  aisé  de  voir  que,  quand  on  a  une  projection  quelconque  de  cette 


SUR    LA    CONSTRUCTION    DES    CARTES    GÉOGRAPHIQUES.  323 

espèce,  on  obtiendra  immédiatement  une  autre  de  la  même  espèce  en 
changeant  les  rôles  des  méridiens  et  des  parallèles. 

\iiiM  nous  voyons  que  notre  problème  peut  être  partagé  en  deux 
autres  :  i"  trouver  toutes  les  projections  rectilignes  et  mixtes  qui  aient 
les  méridiens  rectilignes  ;  2°  trouver  tontes  1rs  projections  circulaires. 

Considérons  d'abord  le  problème  suivant  : 

Trouver  toutes  les  représentations  de  lu  surface  de  révolution 
sur  un  plan,  qui  conservent  les  aires,  dont  les  méridiens  soient  re- 
présentés par  des  droites  et  les  parallèles  soie///  rectilignes  ou  cir- 
culaires. 

Prenons  l'équation  différentielle  des  projections  sous  la  forme 

(")  ■'".■.v«  -■''',./>■  =  v» 

où  //.  t  sont  des  fonctions  de  la  latitude  et  de  la  longitude,  \  étant 
fonction  de  v. 

Nous  considérerons  d'abord  le  cas  général,  où  les  méridiens  sont 
représentés  par  des  droites  enveloppées  par  une  certaine  courbe  2.  De 
celle  façon,  nous  laissons  à  part  les  deux  cas  suivants  :  i°  les  méridiens 
se  croisent  dans  un  point  ;  i"  les  méridiens  sont  parallèles  entre  eux. 
Nous  examinerons  ces  deux  cas  plus  tard. 

Prenons  pour  la  variable  indépendante  v  l'arc  de  la  courbe  S  dont 
tous  les  méridiens  sont  tangents.  Alors,  en  désignant  par  a,  b  les  coor- 
données du  point  de  contact  d'un  certain  méridien  avec  la  courbe  2, 
nous  pouvons  considérer  les  coordonnées  a,  b  comme  fonctions  de  v, 
satisfaisant  à  l'équation 

a'2  -+-  b'-  =  i . 

Les  coordonnées  x,  y  d'un  point  quelconque  N  de  la  courbe  peuvent 
être  exprimées  par  des  formules 

Îx  =  a  -+-  pa', 
y  =  b  +  pb', 

où  p  est  une  certaine  fonction  de  u  et  v. 
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Introduisons  la  courbure 

k  =  a  b'  —  h  a 
de  la  courbe  X. 

En  substituant  les  formules  (12)  dans  l'équation  (n),  nous  aurons 

pp'u(a"b'-  a'b")=  V. 

En  intégrant  par  rapport  à  u.  on  a 

C-/.=   2\   U  -+■  ~. 

7  étant  une  fonction  de  v  introduite  par  l'intégration. 
Cette  équation  peut  être  mise  sous  la  forme 

1  i3)  PÏ[JL  =  2«+  IV, 


/. 

Le  problème  consiste  à  trouver  la  fonction  p,  c'est-à-dire  les  fonc- 
tions a  et  w,  de  sorte  que  les  parallèles  soient  rectilignes  ou  circu- 
laires. 

Prenons  l'équation  différentielle  des  parallèles  circulaires 

m.'-.'-  -y  y   ){x'y  -x"y  )-(af*+/*)(afym-ar?)  =  o, 

où  les  dérivées  sont  prises  par  rapport  à  p.  Désignons,  dans  tout  ce  qui 
suit,  par 


les  dérivées  prises  par  rapport  à  c. 
Formons  l'expression 

'-y  -y'x  ■ 

x'=  a  {  1  +  p')+  pa,"  y  =b'(i-h  p')+  pb", 

■**"  =  a'p"  -\-  a"(i  -+-  2p')+  pa'",         y"  —  b'p"+  &"(i  -+-  20')+  h  p. 
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on  obtient 

'  i  - xny  =  k\??" -(i  +  P')(i  +  2c')] 

—  A'p(i  -+-  p')  —  p'2(o'"b"  —  a"b    t, 
et  l'on  sait  que  l'on  a 

awb"-  ù,"a"  =  k"('). 

Nous  obtenons  ainsi 

'  Y"      ■'■")''  =  /l1f?"-(I  +  ?')('  +  2p')]-  /f'p(l  +  P')~  A\— 

I  >ans  cette  expression,  on  peut  supprimer  les  dérivées  p',  p"  en  diffé- 
rentianl  l'équation  (i3)  par  rapport  à  v 

(  i,  )  app  '[/.+  p-[J.'  =  u-  . 

(i5)  2(?'"  +  pp") f*  4-  4ppV  "•"  P'r1"  =  vV  ■ 

lui  substituant   l'expression  2::"adc(i5)  dans  2f/.(a/y"  — 
on  obtient 

(16)  2\t.(x'y"  —  x"y')=  A0p'a-+-  A,p'+  V2, 

où 

A0  =  —  GÂ  y.. 

\  ,      :  —  6A  a  —   2p(  /.'y.  •+■  2/ip.'), 

\      =       kw"  —  2/.  a  —  2/1'  ap  —  p'-(  Au'  +  2/.  'j/.). 

En  multipliant  l'équation  (iO)  par  4  p '"'[*'",  on  aura 

8p>3(a;y'-7'a;")=  A0(2pp»2-t-  2p[xA,  (2pp»  +  4p'>2A,- 

\u  moyen  de  l'équation  (i4)j  non-  aurons 

Hp2u.3(x'y"  —  x"y)=  A0(w'  —  p2^')"  -t-  2p[xA,((v'  — p2(x')  +  4pï[j(.2A2 
=  2!Ji[M0p*  -+-  M,  p3  +  M2p2  -h  M3p  +  M4] 

(')    FojV  Ch.  Hermite,  Cours  d'Analyse,  p.  1 5-y  ;  1873. 

Journ.  de  Math.  (5*  série),  tome  II.  —  Fasc.  IV,  1896.  4^ 


32Ô  D.-A.     GRAVÉ. 

OÙ 

M„  =       ku.'2  -+-  2A'aa'  —  2ui(/iui"+  211k3), 

M ,  =       6 /»  ulul'  —  4 À'' a2 , 

M,  =       G/ia'w'-  2iv'(A'u.  -+-  2ku.')-+-  iu.(kw"  ■—  2 À" ut.), 

M ,  =  —  fiAuiv', 

M.,  =  -3/,u-J. 

En  divisant  par  2  a,  on  aura 
ii-i      \9^\x'y-x"y  >=M0p*-+-M,p3+M2p2  +  M3p-t-M4. 
De  même  façon,  nous  aurons 

4  pa  u.2,  .,/*  +y.)  =  po? i  +  p(  p3  +  p2p2  +psp+  p. 
où 

P0=  U-'2+  {[f-2k2,  P,  =  —  4p-(A'j  P2—  —  2UL»'   -I-  4^2. 

P.,  =  4  liiv1 ,  P4  =  u  2 . 

Il  ne  reste  qu'à  trouver  les  expressions  x'x"  ■+■  y  y",  x'y'"  —  x'"y' . 
En  différentiant,  nous  obtenons 

+  [4?:iP1P+3c2P1  +  2?P2  +  P3]p' 

—  4  U-U"'2  "+-  y'2  )  [2  pp'  U.  -H   2  p2  U.  ]  . 

En  éliminant  de  cette  expression  la  quantité  p',  nous  aurons 

1 6  p  '  u3  (x'x"  +  y' y")  =  R0 p6  -+-  R,  p5  +  R2  ? '  -f-  R3  ?3  +  R4  p2 

+  R.P  +  R. 

où 

U    =  2u.P'„-  (i;j.  T.,.  R3=  2u.P:!  -  3a'PJ  +  lr  P,, 

R,=  2|iP;  -  jui'P,,  Rl  =  2aP;-2iJL'P,. 

R,  =  5aP;  -  4  |*'P,  -+-  2iv'P„  R,  =  -  w'P„ 

R.=  -2«    P.. 
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En  diffé rendant  l'équation  (  17),  on  obtient 

\f\j*(x'ym-  .>■  y)  =  M'0p4-t-M,ps  +  M'2p2+  M'3p  +  M, 

+  p'  [  \  M0ps  +  3  M ,  p2  +  2 M2p  +  M  ,  | 

-  4|x(a- .)-"-.>•' y")[2PP>  +  2P>']; 
d'où  il  vient 

8 p>3  (a?yw -#■>')==  No P6  +  N,p5+  N2p*  +  N3p3  +  N.,  o" 

+  N5p  +  N,,„ 
où 

\„  =   2[JL  NI,  -  6(JL'  M„,  N,  =  2(AM;  —  3  (A' M  3  -4-  VV  M,, 

\  ,  =  2[/.M'(  -  5  ul  .M , ,  \4  =  2 uM.r  -  2 a'M ., 

N2==  i!uM,-  î[jl'M2+  2a'M(1,         N5  =  -  w'M3) 

N5=  —  2<r  M,. 
I.  équation  différentielle  d'un  cercle  se  transforme  en  la  suivante  : 

3[Rop0  +  R,p5+...+  R0][M0p«  +  Mlp8-t-...+  M4] 

-  2[P0p<  -h  P,p»  +  . . .+  P4]  [N„pe  +  N,p5  +-...+  N,]  =  o. 

En  ouvrant  les  parenthèses,  nous  obtenons  l'équation 

(18)  31LoP'°  +  31^1  P'J  4-.  •  .-H  .')ll,,p  -1-  31^10  =  O. 

La  fonction  p  contient  nécessairement  «  qui  doit  être  indépendante 
de  v.  L'équation  (18)  doit  être  satisfaite  identiquement,  d'où  il  vient 

(19)  01o0  =  o,  .       ;)1L,  =  o,  3n2=o,  ...,         3lt40  =  o. 

Pour  résoudre  la  question,  il  ne  reste  qu'à  satisfaire  à  ce  système 
de  la  manière  la  plus  générale. 
L'équation  aiv,0  =  o  donne 

3  R0  M,,  -  2  P4  N6  =  6kw'5  =  o. 
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D'après  la  nature  de  la  question,  A-  ne  peut  être  égal  à  zéro,  par  con- 
séquent il  faut  poser  «■'=  o. 

Tout  le  calcul  se  simplifie  considérablement,  car  on  a 

M3  =  M,  =  P:î  =  Pt  =  o 
et  par  conséquent 

R3  =  R4  =  R3  =  R6  =  N,  =  N4  =  N5  =  N„  =  o. 

Nôtre  équation  (18)  devient 

3  [R„f2+  R,  ?  +  R2]  [M0p2  +  M,p  +  M2] 
-  2[P0p2  +  P,p  +  P2]  |  N0ps  -+-  NlP  +  N2]  =  o. 

En  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  cette  équation,  nous  obtenons 
le  système  suivant  : 

3R0M0-2N0P0  =  o, 

3(R1M,  +  MlR.)-2(P.N,+  PlN.)  =  ol 

!  (  M„R,  +  M,  R,  +  MaR0)  -  2(P0N2-f-  P,N,  -t-  P2  N.)  =  o, 

ii  M,Ra+  M,R,)  -2(P1N2  +  P2N,)  =  o, 

3M,R2-  2P2N2  =  o. 

Considérons  la  dernière  équation.  Si  l'on  a  w'  =  o,  on  obtiendra 

M.,=  -4A-a2,        P2=4;J.2,        N,=  -8A>»,        R2  =  o, 

d'où 

3MïR2-2P2Na  =  64Ar>5  =  o; 

d'après  les  conditions  du  problème,  u  n'est  pas  égal  à  zéro  et  par  con- 
séquent 

k'  =  o. 

La  courbure  k  de  la  courbe  S  doit  être  constante  et  par  conséquent 
la  courbe  elle-même  est  un  cercle. 
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Pour  la  détermination  de  la  l'onction  ut.,  nous  obtenons  le  système 

3R0M0      \,P„  =  o, 

MK,\I„+M,Ii„)-2(P0N,  +  l>(N0)  =  o, 
3(R,M,  +  M2R0)-2(P1N,  +  P2N0)  =  o. 

En  éliminant  1»„  et  \„,  nous  obtenons  l'équation 

Mo     Po  o 

M,     P,     3R,M0-2P0N) 

\L     Pa     3R.M,-  aP.N, 

En  développant,  on  aura 

(  12  au."  —  3 [*'*)  [(3 u.'2  —  i ixa" )-  +  '|  A:l  v.2  ij.'-  ]  =  o. 

Le  facteur  (3  u.'2  —  ■2ix\x")2-h-  .'|/r  u.-a '-  égalé  à  zéro  donne 

\x'  =  o. 

Si  Ton  a  2[xu."  —  3u.'-  =  o,  on  aura 

R,  =  o,  N,  =  o,  N0=8/r'a2|j.'. 

L'équation  3R0M2  —  2N0P2=  o  donne 

3  2  k3  {/.*[/.'=  o, 
d'où  l'on  a 

[l/  =  o. 

Si  Ton  a  N0  =  R0  =  o,  on  aura 

3R,  M,  —  2P,  N,  =  o         ou  —  2^ k[x2u.' (2 u.u"  —  3m.'2)  =  o, 

d'où  Ton  a 


Ainsi  nous  voyons  qu'on  a  a  =  const. 
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Nous  obtenons  ainsi  les  projections,  dont  les  parallèles  sont  les 
cercles  concentriques  et  les  méridiens  sont  les  droites  tangentes  d'un 
de  ces  cercles. 

En  examinant  le  cas  des  parallèles  rectilignes,  nous  parvenons  à  une 

contradiction. 

Considérons  le  cas  où  la  courbe  2  se  réduit  en  un  point  auquel  se 
croisent  tous  les  méridiens. 

Prenons  le  point  de  rencontre  des  méridiens  pour  origine  des  coor- 
données, alors  les  méridiens  seront  exprimés  par  l'équation 

(20)  y  =  ax, 

où  a  est  une  fonction  de  c  seule. 

En  différentiant  l'équation  (20),  on  obtient,  après  la  substitution 
dans  l'équation  (1),  l'égalité 

a!  xx  'u  =  1 , 
H  où  l'on  obtient,  en  intégrant  par  rapport  à  m, 

/     \  a'    •> 

(21)  —  x'=  u  +  w, 

où  w  est  une  fonction  de  v. 

En  désignant  par  x',  y',  x",  y" ,  ...  les  dérivées  prises  par  rapport  à 
r,  nous  aurons 

/•'  y"  —  x"y'  =  a" xx'  -+-  ia ' x'2  —  a' xx", 

x'2  -+- y'2  =  (1  -1-  a2)x'2  -+-  iaa' xx'  -\-  a'2x2. 

On  peut  éliminer  les  dérivées  x',  x"  au  moyen  de  l'équation  (21).  En 
effet,  différentiant  deux  fois  cette  équation 

a  xx  H x*  =  \v  , 

2 

a' xx"  -+-  a! x'2  -+-  2a" xx'  H .c5  =  w  . 
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nous  obtenons  déûnitivemenl 

a'xi(x'y"     y'x")  =  M0a;*+  M,.r+  M2, 

où 

M„  --=  \{ia'a"-3a  "a  ),         M,  =  —  w"a',         M2=3w'2, 

a  J.r2(./--h/2)  =  P0x1  +  P,.r;:+  P., 


P0  =  a'-(a'-      aa")  +  y-  (i  -+-«'), 
P,  =  [2aa'J —  a"(i  -+-  a2)]  a-  ,  P2  =  (i  +  a2)u-  -". 

En  différentianl  les  équations  (22)  et  (23),  nous  aurons 

(24)  a"x*(xy   -M)  =  Vi  +  \J,1  +  N^+^" 

où 

N0  =  a'W0-  2a"M0,  Nt  =  o'M'a, 

N,  =  «M;  -  r/'.M,  +  2»  M(l,         N3  =  -  2w'M2. 
Enfin 


ou 


■±a  './■'  (./■./"+>->-')  =  R,,.//'  +  Pi,  x1  +  R2;r2  +  R,, 

R0=a'P0-3awP0,  R,  =  a'P2-  a  \\. 

R,  =  a'P;-  2a"P,-+-  2w'P0,  R3  =  —  2«-  [V.. 

En  désignant  .r2  par  z,  nous  aurons  l'équation  sous  la  forme 

„        j  3(R0:3  +  R,r+R2--  +  R3)(M0r  +  M,:  +  M2) 

I       _  2(N0  z3  -  N,  z3  +  N2z  -+-  NS)(P022  -4-  P,  r  -+-  P,)  =  o. 

En  substituant  :  =  o,  on  aura 

3R3  M2 -  aN',Pt  =  -  6«"s(i  H-  a2)  =  o: 
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d'où  l'on  a 

w'  =  o 
et 

M<  =  M2=P1  =  Pî=o, 

N,  =  N2=  N3  =  R,  =  R2  =  R3  =  o. 
I.  équation  (20)  se  transforme  en  la  suivante  : 

3R0M0-2N0P0  =  o. 
En  substituant  les  expressions  de  R„  et  N„,  on  a 
I  2(1  )  3 (a' P'  —  3 a"P) M  -  2 P( a' M'  -  2  a" M  )  =  o, 

où 

M  =  4M0  =  2a'a"  —  3a"2, 

P  =  4  Pô  =  «"2  -+-  (aa"  —  2a'2)2. 

L'équation  (26),  qui  sert  à  déterminer  la  fonction  a,  est  du  qua- 
trième ordre.  Malgré  la  complexité  apparente  de  cette  équation,  son 
intégration  est  facile.  En  effet,  l'équation  (26)  peut  être  mise  sous  la 
forme 

a'(3P'M  -2PM')  =  5a"MP. 

11  est  évident,  d'après  les  conditions  du  problème,  que  les  fonctions 
a',  P  ne  peuvent  s'annuler. 

Le  cas  M  =  o  donne  les  projections  avec  les  parallèles  rectilignes. 

En  faisant  tous  les  calculs,  qui  ne  sont  pas  difficiles,  il  est  aisé  de  se 
convaincre  que,  dans  ce  cas,  les  parallèles  sont  représentés  par  des 
droites  parallèles  entre  elles. 

En  revenant  au  cas  général,  on  a 

3P'  _  a]\r  _  5^ 
"P  M    ="    a'  ' 

En  intégrant,  on  obtient 

P2 

a'% 
c  étant  une  constante. 
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En  désignant  a'  =  \,  aa"  —  ia"-  =  rr  on  aura 


P  =  P  +  V,        M  =  1(1)', 
d'où,  en  posant  t  —  p,  nous  aurons 

»_  „/ ç  l'  +  r  i     , 


d'où 


En  désignant 


a"2  a'! 


-==p,  r,  =  -■?.<• 

\  " 


si  «  -+-  P 


=  c,p  -+-  c2, 


e,  étanl  une  uouvelle  constante  arbitraire. 

Ensuite,  m  m  s  aurons,  en  posant  c,  =  —  ac,,  c,  =  - 


/»  — ! 


f      v/v*_(/,_a)* 


En  |his;iiiI 


i                        ,       aa        '■'  -         ',  , 

,       'h        9= si =  ^>        *]  =  ? 


nous  aurons 

7  "  '  /' 


;  ^/vs  — (/>  — a)s 

niais 

y  „  i 

ç  =  «  ,  o-  =  —  , 

d'où  l'on  a 

•7V  =-'  £ï'         l  =  -2Ppa' 

Journ.  de  Math.  ('•'  série),  tome II. —  Hase.  1\    1896 
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En  substituant  dans  l'équation  (27  ),  nous  aurons 


y  a1 


OÙ 

(p  —  a)p' 

zpp'a'*        ^ 
i  q'  a3 

2          ,T 

1'  - 

1        '/' 

1  '1 

En  intégrant,  on  a 

\^f 

1        i 

•f 

\  7 

=  ?~XV>- 

(p-y-r. 

Mais  (/'/>-=  i;  par  conséquent  i  =p-ga2,  d'où  -7=  =/>cr,  nous  ob- 
tenons  le  sj sterne  suivant  : 

|  t  («p-p)»H-(7»-a)«  =  vï, 

a/)-—  1. 

En  éliminant  />  du  système  (28),  nous  aurons  pour  a  l'expression 
en  quadratures. 

En  effet,  la  première  des  équations  (28  )  donne 

«3  +  a\2        32-H*2 1-     .  n;3  +  i 


<72-t-  1  /  (7--i- 1  (a4-t-i) 

OÙ 

A  =  y/a2  (  v-  —  ct2)  +  2a^a  +  v--  fi  - . 
I  t'où  il  vient 

^   p  +  y  =  2  H  ^P      Y da  -+-  (v-  —  x-  —  '(j-  )  are  tanga 

où  7  est  une  dernière  (quatrième  )  constante  arbitraire. 

Les  quadratures  s'expriment,  comme  on  voit,  par  des  logarithmes. 

Pour  obtenir  la  relation  définitive  entre  a  et  p  de  la  façon  la  plus 
simple,  introduisons  une  nouvelle  variable  to. 
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En  effet,  en  ajoutant  au  système  (28)  L'équation 
(3o)  p  =  a.  ■+■  v  cosco, 

on  aura 

I    II)  ap       P  4-  v  sinco. 

\insi  la  fonction  cherchée  '/  s'exprimera  d'une  façon  très  simple  au 
moyen  de  co  : 

.,  p  +  vsinw 

i   >  2  I  a  =  — 

x  '  1   -4-    'J  Ci  ts  fti 


Il  ne  reste  qu'à  déterminer  w  en  fonction  de  v.  Pour  cela,  diffé- 
rentions  les  équations  (  3o  ),  (3i)  : 


1   13) 


p  =  —  v  sinco  co  , 
"  /'  +"  aP  =       v  COS0J  t0- 


En  multiplianl  l'équation  (33)  par/*  ci  tenant  compte  de  l'équation 
a' p-  =  1 ,  ii< »  1 1  s  aurons 

t  =  dv  eosco  co'  —  <7/>/(  . 

et  au  moyen  des  équations  (3o),  (3i),  on  aura 

1  =  v[cosco(a  -+-  v  costo)  -1-  sinco([3  -+-  v  sinco)  |co  . 

d'où  il  vient 

(34)  >'  -I-  y  =  v(a  sinco  —  (3  cosco  -+-  vco). 

Vais  parvenons  à  l'équation (29)  en  éliminant  co  entre  (32),  (34)- 
Nous  obtenons  donc  les  projections  dans  lesquelles  les  centres  des 
parallèles  se  trouvent  sur  une  droite  passant  pur  l'origine  des  coor- 
données. 

Ajoutons  maintenant  deux  mois  pour  le  cas  des  méridiens  repré- 
sentés par  les  droites  parallèles  entre  elles. 
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Soienl  les  méridiens  parallèles  à  l'axe  des  x,  alors  on  a 

y  =  «> 

où  h  esl  une  fonction  de  c,  de  sorte  que  y'v  =  r/',  y'u  =  o. 
En  intégrant  l'équation  fondamentale 

x'uy'v  —  x'vy'a=  iy 

nous  aillons 

(35)  a  x  =  «  +  tv. 

Si  1rs  parallèles  sonl  des  droites,  on  aura 

»6)  -r'v    —./_')■=  ./■  (/'  —  x"  Cl   =  O. 

lui  différentiant  l'équation  (  35)  par  rapport  à  e,  on  a 

i    1-  i  ci  .r  +  r/'./-'  =  tv', 

,  38  i  (>"■''  -+-  2a"x' -\-a'x"=  w". 

En  éliminant  '•  .  c  cuire  les  équations  (36),  (3j),  (38),  on  aura 
définitivement 

./■(  a' a!  —  3a"2)  -+-  3  «'or'  —  w"a'  =  o, 
d'où  il  \  ieul 

(3r))  a'  ci"  —  3  ci"2  =  o, 

i  |o  »  3a'  w'  —  w'  a  =  o. 

11  faut  considérer  deux  cas  :  (i  =  o,  a'  différent  de  zéro.  Si  ci'  =  o, 
on  aura  w'  =o  et  les  projections  cherchées  au  roi  il  les  parallèles,  paral- 
lèles entre  eux. 

I  >. 1 1 is  le  eas  a"  différent  de  zéro,  on  obtient  la  fonction  '/  de  l'équa- 
tion (  !<)>  par  une  simple  intégration.  On  aura  la  fonction  »\  par 
l'équation  (4°)-  D°  celle  façon,  on  obtient  les  projections  dan-  les- 
quelles les  parallèles  se  croisent  en  un  point.  Ces  projections  sonl  déjà 
trouvées,  car  on  peut  changer  de  rôles  les  méridiens  <'t  les  parallèles. 
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Pour  achever  la  solution  de  nuire  problème  de  trouver  toutes  les 
projections  rectilignes  mi  mixtes,  il  ne  reste  qu'à  trouver  les  projec- 
tions qui,  ayant  les  méridiens  parallèles  entre  eux,  donnent  pour 
parallèles  des  cercles. 

I  raitons  cette  dernière  question  d'une  autre  façon  en  appliquant  la 
méthode  par  laquelle  nous  trouverons  plus  tard  les  projections  circu- 
laires. 

Soil  l'équation  «les  parallèles 


i,n  y  =  l,+  \?'  -  (x  —  a)- 

où  u.  h.  p  sont  les  fonctions  de  u  et  x  la  fonction  de  v  seule.  Si  nous 
supposons  que  les  méridiens  sont  représentés  par  «les  droites,  paral- 
lèle- à  l'axe  «le  r.  alors  en  intégrant  l'équation  (  i  ),  on  aura 


f/udx  =  } 


où  I    est   une  fonction  de  //,  introduite  par  l'intégration,  y'n  est  une 
dérivée  partielle  dans  la  supposition  de  a;  constante,  c'est-à-dire 

y   =  //  +  PP'-H*  — *)«'. 
En  su  bstituant,  on  aura 


b  <    h   /  — —  dx  =  U 


l'n  différentianl  par  rapport  à  //,  on  aura 


b" x  --  «"  \  p-  —  (x-  —  a)'1 — a'    , 


;  —  a)a' 


\  p1  —  {x  —  a)! 

'        " 
3 


-h  (pp  j  are  sin h-  PO  —  =  l    . 

v'-(— ) 

Il    faut    évidemment   poser  (pp')'  =  o,  car   autrement    on    aurait 
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arc  sin  —    —  exprimée  algébriquement  en  fonction  de  x.  On  a,  par 

conséquent . 

pp"  +  p'2  =  o. 
Nous  aurons 

b  x  —  U  —  a  \/p-  —  (x  —  a)-  —  — - —  = — - — > 

En  supprimant  les  radicaux  on  a 

(  //./•  -  U')2[ps—  (a?  — a)2] 

=  ja"[p2  —  (x  —  a)2]  h-  2a' pp'  4-  (x  —  a)  (p'2  —  a'2  >jJ. 

En  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  x*,  nous  aurons 

a"-  -+-  h"-  =  o, 
d'où  il  vient 

a"=  o,         6"  =  o. 

L'équation  se  simplifie 

U'2[p2  —  (.'•  —  a)2]  =  [2a' pp'  -+-  (.r  —  a)(p'2  -1-  a'2)]2. 

En  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  x2,  nous  aurons 

U'2  +  (p'2-i-  «'2)~  =  °) 
d'où  l'on  a 

L'  =  o,  p'  =  o,  a  '  =  o. 

Ainsi  nous  obtenons  les  projections  e/o/?/  les  parallèles  .sont  des 
cercles  de  rayon  constant,  les  centres  de  ces  cercles  se  trouvant  sur 
une  droite  parallèle  à  l'axe  de  r. 

En  abordant  le  problème  des  projections  circulaires,  qui  avait  pré- 
senté de  considérables  difficultés,  j'exposerai  ma  solution  avec  cer- 
tains détails,  qui,  quoique  n'étant  pas  nécessaires  pour  la  démonstra- 
tion, sont  néanmoins  utiles  pour  mieux  comprendre  la  question. 
J'ai  surtout  en  vue  le  lecteur  qui  voudrait  généraliser  mes  recherches 
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pour  les  cas  des  méridiens  el   des    parallèles    représentés    par  des 
coniques. 

Soient,  en  effet,  les  méridiens  circulaires  sur  la  carte  el  soienl  leurs 
équations, 

x  =  a  -+-  p  cosep, 


(42) 

;  =  ô  +  psinç, 

où  a,  h.  p  sont  certaines  fonctions  de  p  et  m  la  fonction  de  //  el  de  v. 

Pour  satisfaire  à  l'équation  (  i  )  il  faul  différentier  les  équations  (  'yi  )  : 
lions  obtiendrons 

p  |  a'  eos  p  +  //  sin  cp  +  p'  1 5p'B  =  i . 

En  intégrant  par  rapport  à  n,  nous  aurons 
i  (!i  pa  sinç  —  p//  cos<p  -+-  pp  o  =  u  -+-  a>. 

En  désignant,  dans  ce  qui  suit,  par  a;',  y',  x",  y",  . . .,  <p',  <p", . . .  les 
dérivées  prises  par  rapporl  à  p,  nous  formerons  l'équation  différen 
lielle  des  parallèles 

3(x'x"  |  y  y  -)(.,-  y"  -  ./■>•')  -(a;'2  4-/a  )  (x'ym  -y'x'")  =o. 

Introduisant  les  notations  suivantes  : 

k  =  PP', 
A,  =  a'  cos«p  ■+-  b'  sin<p,         B,  =  a' sinç  -    6'coso, 

\,       a  eos cp  -(-//'  siu 9,         B2  =  a"sin(p  —  6"cos<p, 
A3  =  a'"cos«p  +  //'sincp,         1!.,  =  a'"sin<p  —  &'"cos<p, 

Après  les  simples  calculs,  nous  aurons 

'    v"  —  y" x"  =  a' h"  —  b' a"  -\-  p"B,  —  p'B.. 

4-(p'f2p'A<-pA2  +  2p'2-pp"J4-?'2[-pB)j 
+  9"p»  +  9-[pAl+*]l 

■'■'"  +  y'~  =  «'2+  &'2  +  ?"  +  '2p  A,  —  apa/B,  -h  p2o'2, 
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x'x"  4-  y'y"  =  a' a"  -\-  b'b"  +  p'p"4-p'A24-  p"A, 

4-  ?'[-  ap'B,  -  pB2]  4-  tp'2[-  pA,+  /f] 
-f-î"[-pB,]  +  ?'?"p2, 
'•'_)''  —  >■'./■=  a' 6'"  —  // a"  -h  p'"I3,  —  p'B:1 

-4-<p'[3p"A4-pA3-h3p'p"-pp'"J 
4-?-[-3p'B(]  +  ?"[-pA,  +  2À-] 

4-  ?"3p'[A,  +  p']  +  fY23P"2  +  <p'y[-3PB<  | 

+  ?"[?  A,  +/.-|. 

D'un  autre  côté,  l'équation  (  {•'">)  peul  être  écrite  ainsi 

(45)  B,p  +  A  9  =«  +  w. 

En  différentiant  trois  fois  celte  équation,  on  aura 

■  i<i  )  p'B,  4-  pB2  -  w'  +  A'9  4-  <p'[pA,  4-  A]  =  o, 

i    —  w"  +  p"  B,  +  2p'B2  -i-  pB;i  +  A-" s 
(47)  +?-2[p'A,  +  fA,  +  A| 

+  <p'»[-pBl]-Hç"[pAl-4-*]  =  o. 
—  u'"'  -i-  p"'B  |  4-  3p"B2  +  .'!  p'  B3  4-  pB.  4-  A'"ç- 
4-  o"3[p"A,  4-  2p'A2  4-  pA3  4-  k"] 
•  ,Si  +?'23[-p'BI-pB2]4-?'3[-pA1] 

4-?"3[p'A,  4-pA24-A-'] 

4-(pY'3[-pB)]4-(p'"[pA1  4-/f]  =  o. 
En  soustrayanl  l'équation  (43)  de  (44).  nous  aurons 

'  v  —y'x"  =  a'b"  —  b'a'"  4-  w'"  —  3p"B2 —  ip'B3  —  p  B4  —  A  s 

4-  î>'[-6p'A2  -  4pA,  -  6p'p"-4pp'"]  4-  ?'2[3f  B2 1 

4-  9' :1 2  A  4-  <p"  [—  3  p  A 3  —  3  pp"  ]  4-  <p'2  9"  3  p- . 

Eliminons  de  l'expression  x'y'  —  xwy   la  dérivée  s"  au  moyen  de 

l'équation  (47)- 
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En  effet,  en  multipliant  par  (A,  4-p'),  nous  aurons 

I   \,   •    :   I  {x'y        xmy  | 

=  (A,  +  p')H  -f-  3[—  cp"(f  A,  +  *)](À,  +  p"  -  p?  2  ), 
>ù 

H  =  a'6"_  a  /,  4-ir ■■■_  3p"B2-  4p'B3-  pli,  —  /,  w<p 

4-  <p'[-  6p'(A2  -+-  p")  —  4p(As  +  p'")]  -f-  ç'2[3 pB2]  +  y'3 2/f. 

L  équation  (  \-  1  donne 

(   \,  4-p   )(.r_>-' -.,;">')=  (A,  4-p')  Il 

+  3(A24-p"-p?")  I   -«'"  +  P"B.  +  3p'B2  +  pBs  +  *''?  | 
''    '  i  -+-<p'2(p'A,-4-pA2  +  A:')-?'apB1       ' 
On  a 

(A,  4-p   ><»   -.i- >  >  =  P.4-P1?'4-P2<p'24-P3<p'34-  P,-r  ', 


P0  =(A,+  ?')[«'//"  -  à" !>'  +  w"1  -  3p"B2  -  4p' B3  -  pB,  -  k"' <p] 

-4-  3(Aa-j-p")|  -  iv"-f-p"B,+  ap'B2-t-pBs-f-  A-"o  |, 
P,  =  6p(A2  4-  p")2  -  4?(  A,  +  p')(A3  4-  :    ». 
P,  =  3p[w"  4-  A,B2  -  A2  B,  -  A  ?  -  2p"B,-  p'B2  -  p  B3  J, 
Ps  =  p[-  4p'(A,+  p')-6p(Aa  4-  p")], 
P*=  3p2B,. 

En  outre,  on  a  : 

x'y"-yx"=  N04-  N1?'+  N2?'2H-N,(p    . 
où 

N0  =  a'6"  —  a" b'  4-  w"  —  3p'B2  -  p B3  -  /■  ? , 

N,=-3p(A2+p"), 

N2=      o, 

N3=      p2. 

Journ.  de  Math.  (5-  série),  tome  II.  —  Fasc.  IV,  1896.  ffi 
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On  a  aussi 

x'2 +  )'"■  =  L0  +  L,<p'  +  L,?'2, 

OÙ 

L0=  <z'2  +  6'2+  p'24-  20' A,, 
L,  =  -2?B,. 
L,=      p2. 

En  diiFérentiant  et  multipliant  par  (A,+  p'),  on  aura 

où 

\I„  =  i  A,  —  p'  >[a'a"-+-  ////'+  p'p"+  p'A2+  p"A,] 

-+-B,[-ir  -hp"B,+  2p'B2-f-pB34-£"<p], 
M,  =  tv"p  H-  2pA2B(-  ?A1B,H-(A-'—  p's)B,-  3AB,-  p2B3-  /,  ?p. 
\L  =      :|  A2  +  B2-p'2  +  2^'-h2p'A1+2pA2]) 
M,=      p2B, 

En  substituant  les  expressions  obtenues  dans  l'équation  différentielle 
des  parallèles,  on  aura 

![N0  -  N,<p'+  N2?'24-N3?'3][M0  +  Mf?'+M2(p'2  +  M3(p"] 
-[L0  +  L1^+L2?'2][P0  +  P,<p'+P2<p'2  +  P,(p'îH-P4Î'']  =  o. 

En  ouvrant  les  parenthèses,  on  aura 

(4g)      9tt0  -  31L,o'+  31t2<p'2  +  3IÇ3fp'3-t-3)L<(pM-t-3Tl,5(p'5  +  3ïLc(p  B=o, 


ait,  =  3  Y, M3  -  L,  P,  =  3 psp2B,  -  pa  3p2B,=  o, 
3it,=  3NïMa  +  3N,MI— L2P3-L,P4 

=  3N3M2-  L2PS-L,P,  =  p*[3(B2  -  A2)-  2A,p'+  p-  |. 
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Il  in'  reste  qu'à  éliminer  de  l'équation  (  ig)  p'  au  moyen  de  l'équa- 
tion i  i<>  );  de  cette  manière  on  aura  l'équation  de  la  forme 

/(p,  sin<p,cos<p)=o, 

où  /'  est  une  fonction  entière  de  p,  sine-,  cosp,  avec  les  coefficients 
dépendanl  seulement  de  v. 

\  oyons  commenl  l'arc  p  entre  dans  cette  équation. 

Les  coefficients  M„.  M,,  \„.  P0,  P2  sont  du  premier  degré  par  rap- 
port au  p,  par  conséquenl  p  peut  paraître  au  second  degré  seulement 
dans  les  coefficients  dtl0,  3R,,,  tandis  que  Ifs  coefficients  3lt2,  31V3  sont 
du  premier  degré. 

Quant  au  coefficient  3Tt4,  il  est  indépendant  de  p,  car  on  a 

3TL4  =  3NtM,,      3N3M,—  L0P<-L,P3—  L2P2 
=  3p2B)l-3p(A2  +  P")] 

-H3p2|>"p-+-  2pA2B,-  pA,B2 

+  (A'  _  p'=  )  B,  -  3A  B,  -  p2  B ,  -  A  pp  | 

-  ZpsB,[a'*-hb'2-hp'3  +  ap'A,] 
-f-2p2B,|-   ',:  (A,+  p')-6p(A2  +  p")] 

-  3ps[w"+  A,B2-  A.B.-A-"?  —  2f"B,-  p'B2-pB,]. 

Vous  voyons  que,  après  la  multiplication  de  l'équation  par  (pA,  -i-A)', 
nous  obtiendrons 

(  h.)  DR  ,  A'  '-y-  -+-  p'Q.-h  p3Q2  -H  o20:,  H-  ?Q4  4-  O,  =  o. 

Li's  coefficients 

<.»,.    Q2)    Q3,    Q*,    Qs 

seront  les  fond  ions  entières  des  sinp  et  cosep,  avec  les  coefficients  dé- 
pendant uniquement  de  p. 

Il  est  évident  qu'on  ne  peut  satisfaire  à  l'équation  (5o)  qu'en  posant 

on. , A  '  =  o,       Q,  =  o,       Q8  =  o,       Qa  =  o,      Q,  —  o,      Q5  =  o, 
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car  autrement  9,  dépendant  nécessairement  de  1/,  s'exprimerait  algé- 
briquement par  sinç»,  cos<p. 

Considérons  le  cas  3K  5  =  o. 

On  obtient 

3(B;  —  A;)—  2  A,  p '  +  p'2  =  o 
ou 

3  (a'2  —  è'2)sin2<p  —  12a' 6' sinç  cos^  -+-  3(^'2  —  a'2)cos2'j 

—  2p'a'  coscp  —  2p  7/  sinç.  -+-  p'2  =  o. 

11  ne  tant  pas  oublier  que  <p  dépend  de  u  et,  par  conséquent,  il  esl 
impossible  de    satisfaire  à  cette  équation  autrement  qu'en  posant 

a'-  —  &'2  =  o,  a'b'=o,         p'a'=o,  z'b'=o,  p'=o, 

d'où  l'on  a 

a'  =  o,  &'=o,  p'=o 

et  il  n'existe  point  de  projections. 
Il  reste  le  cas  uniquement  possible 

A-'  =  o, 
alors 


p  =  N  2Av  4-  /, 

où  k  et  /  sont  des  nombres  constants. 

Ainsi  nous  avons  démontré  que  les  projections  possibles  oui  lieu  à 
la  condition  A'  =  o;  il  ne  reste  qu'à  les  trouver. 

Il  faut  à  présent  aborder  la  recherche  des  coordonnées  a}  h  t\c± 
rentres  des  méridiens  en  fonction  de  v  et  de  la  fonction  w  introduite  par 
intégration. 

Introduisons  dans  nos  calculs  les  quantités  complexes,  en  posant 

a  -\-  bi  =  c  \ 
a  —  bi  =  y  ) 

'-    —  - 1  —  '  ) 

de  sorte  que  zl  =  1 . 
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Il  est  évident  que  nous  nous  rappellerons,  dans  tout  ce  qui  suit,  le 
résultai  obtenu  k'  =  o. 

<  >n  aura,  après  les  calculs  analogues  aux  précédents, 

+  î'?"[lft,„+   HV,?'2  |, 
a?'2-t-/2  =  C(-t-£,/'/+£2i!, 

2Î(x'y" - yX")=  ®0-h  ®,iy'  +  ®3iy  \ 

'-<  •'-•'•*"  +  7>")=  c0  ■+-  c,<p'i  +  £.<p'2 

où  les  notations  expriment 

l,       -    hc"Y-c'Y"'-s[3p"Y"  +  4p'Y'"+pY'v] 

-t-  *[3p"c"  -i-  4p'c°'+  f"'vJ, 
•»•■.=  6p'p"  —  ''■??'-  s(6p'Y"+  ipYw)-  A<'>: '<•  '  +  ipc"), 
X,=  3p[«T*-/c']J  ,i,;1  =  \k; 

.!',„  =  6p'2—  3pY"3  -  3pc'7,  So  =  p'2  +  C'Y'+  spY  +  /;',■'. 

mt  =  o,  e,  =  f(jY'-/c'), 

»)ba  =  6p2,  £2=p2; 

©o  =  <*"+c"Y  -  y"c'  -  s(3pY  ■+■  PY"')+  *(3p'c"  -+-  pc'"  >. 

©,  =—  3p|  zy"+  *c"+  2P'  I* 

c0,=      2p2, 

C0  =  c'Y'  -i-  c'y"  h-  2p'p"  -+-  z(p'Y')'  +  *(p'c')', 

C,  =  z(2pY+pY")-z(2P'c'+pc'  )• 

£,=  2A  —  zpY'—  //'•  , 

-T,  =—   2  0". 

En  substituant  dans  l'équation  différentielle  des  cercles  et  en  ouvrant 
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les  parenthèses,  nous  aurons 


(  M„  ■+■  /-y  M,  h-  ?'2M2  +  i<p'3  M,  +  y  M .,  4-  i<p  -  M  . 
M)    I        -t-îy[N04-lyN1  +  ?'2N2-t-i9'3N3  +  (?",N4]  =  o, 


M„=  3®0C„  —  230,A,0, 

M,  =  3®,  £„  "+"  3  iB0  £ i  —  23o' l  i  ~~  '2  ■*  ii  -  i  • 

M2  =  3®0C2  —  3(0,  C,  —  230A2  +  2  3,  .1 ,,  —  2  22  i  ■„■ 

M3=  3cD,ca-f-  3ce3t0  —  2  2,,i:)-2£rj,;-  2:,i,. 

M4  =  —  3 <D ,£,  -+-  23,  JU,  —  2 32Jt2) 

Ms=       3®3C2—  26,  i  ,; 

N„  =       3®0#0- 2  30DÎ,o, 

N,  =       3(0„#,  H-  3(0,. T„ —  23,  ifc>0, 

\,= 3.0,-T',  —  230l($>2  —  232llî.0, 

N3=       3(03,fo  —  23,i)î,2, 

N4  =  —  3©3#,  —  232  ifb2. 

1  >'abord  nous  \  03  ons  <[ue  N,,  =  o,  car 

—  3  ûo3  ,7,  —  28,  di>2  —  —  G  p2(  —  2p2)  —  2p26  p2  =  o. 

Nous  avons  aussi 

t<p"A„  =  K„+  i'cp'K,+  o'2\\... 
où 

A0  =  aZ  +  A  +  «/, 

a  =  py',         A  =  2/»,         a  =  pc', 
K0=o"  —  (pT')"z+(pc')"*, 

K,  =  -a[~(pY')'-t-'(pO']> 
K2=      p|>T'  -*C]. 
lin  multipliant  l'équation  (5i)  par  A„,  nous  aurons 

Aa[M0"4-iyM1+<p/,M,+  iy,M,  +  <pMM4  +  »y,MiJ 

-+-(K0  +  K,iy  +  K2(p'2)[N0  +  N,iy  +  N2<p'2  +  N3i<p'3]  =  o. 
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Nous  obtenons  définitivement 

(,  J2  )      3K,0  +  î'<p'3K ,  -h  ip'23T0a  4-  lY33IL3  4-  ipM3Tl/4  4-  «9'501b5  =  o 

OÙ 

3it0  =  A0M0  +  K.N„ 

û\l,  =  A0M,  4-  K.0N,  4-K,N0, 

i...  =  A0M24-K0N2-  K,\,-+-KoN0, 
3ît3  .=  A0M34-  K„NS+  K,  N2+  K.2Nn 
;1r.  =  A„M,  -K)N34-K2N2, 

,m,  =  A„M,  +  Iv,  V. 

Pour  faire   disparaître  dans  l'équation  (  Ï2  l  la  dérivée  m  ,  multi- 
plions-la par  A*  et  prenons  en  vue  l'équation 


/y  A0  =  B0, 
où 

b0  =  iu  +  b-+-;v, 

où 

s  =  -(pt7>       b  --*>      P  =  (pO'- 

Nous  obtenons 

•^„A;;  +  ,tm  A;,( /y'A„)  -piuA'i  îy'A0y 

—  3TL3A*(i<p'A0)3  4-  3K  .,  A„(  /-y  A„  >*  —  3ïL5t  t<p   \„  )•  =  o, 

d'où  il  vient 


(53) 


an „  \;~; 4- ait, B0AJ  —  3u.-2B*AJ 

—  OTO,  BJ  A*  4-  31V,,  B*  A0  4-  31ts  B*  =  o. 


Les  degrés  des  coefficients  par  rapport  aux  ;  et  /  ne  peuvent  sur- 
passer les  nombres  indiqués  dans  la  Table  suivante  : 


N,... 

i 

M, 

i 

K,.... 

i             V, 

i             3R.5. 

N, .  .  . 

i 

M. 

i 

K,.... 

B,.... 

i            an... 

\,... 

2 

M, 

2 

K,.... 

i 

3H  3- 

v    • 

M,. 
M,. 
M,. 

2 
.  .        2 

31U. 
311,,. 

ait,. 

)',S 
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Il  ii  esl  pas  difficile  de  se  convaincre  que  dans  le  coefficient  DR.a  dis— 
paraissenl  les  membres  du  troisième  degré  z3,  l3. 

Ainsi  l'on  voit  que  l'équation  dont  dépend  la  solution  de  notre 
problème  reçoit  définitivement  la  forme  suivante  : 

(  V|)       O0s8  +  0,;7-h...-i-07;  +  o  +  t2ll/84-i21/7,-4-...+  07/  =  o. 

Les  coefficients  0,  O,,  Ï2,  dépendent  des  fonctions  y,  c,  n  et  de  leurs 
dérivées  jusqu'au  quatrième  ordre. 

En  nous  souvenant  que  r  et  /  doivent  dépendre  de  a  qui  n'entre 
dans  les  fonctions  y,  ?,  c,  il  résulte  que,  pour  satisfaire  à  l'équation (54) 
d'une  façon  la  pins  générale,  il  faut  poser 

....      (  Oo  =  °>        û,  =  o,        U„=o,        ...,        0.  =  o,        0  =  o 
(  I2<,  =  o,       12,  =o,       £2o  =  o,        . . . ,       i2T  =  o. 

Il  reste  pour  résoudre  la  question  de  trouver  les  expressions  les  plus 
générales  des  fondions  a,  h,  w  satisfaisant  au  système  (55). 

Formons  l'équation  O0  =  o;  il  pourra  composer  le  coefficient  de  s8. 

lui  avant  compte  de  la  Table  précédente,  nous  voyons  que  le 
degré  rs  résultera  des  membres 

3ïl„  A;;  -+-  ait,  a*  u0  -  3n,2  a,;  b;. 

En  désignant  les  coefficients  de  z3  dans  les  expressions  3lt0,  01t,,3lt2 
par 

or;;,    ou';,    ait;, 

nous  verrons  que  notre  équation  sera 

o.3(a23itJ  -t-  .u; oit','  —  62ait°)  =  o, 
où 

a  =  pf,         (;  =  -(PT')'. 

Calculons  les  coefficients  ait",  3lt°,  3li"  : 

M0  =  3©0£0-  2£0,t0  =  3[-(3p'Y"+PT"')-+---Jl(?'T')'-  +  •••] 
-  a(pY*  +■•  •)  [-  (3p"T"+  4p'T'"+  Pï")*  +••  ■] 
=  z2[2p,f(3p"T"+4p'ï'"+  5y")-  3(3p'y"+PY'")(p'T"+P"T')]  +  --- 
N„  =  3to0J„-  2£„kï.(,=  ;2[2.3pY"p'Y'—  3pf(3pY  +  P7"')]  +  --- 
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\insi  nous  avons 

3R,0  =  A„M„  -+-  K„  N0  =  ;tl;;  s8  -+-. . ., 
mi 

•Y      PY  <  '^T  Y,v-  3p'Y"  +  .Vv^  +  GA-Y'Y-f-  8p  »T  y    >. 

Calcul  dciR';  : 

M,  =  3<B,£0  -+-  3cb0C,  —  2S,  -i •■„  —  2 :„  i( 

^[2?ï'(3p  y  +4p'Yw+PT,v)  +  2pY(6P'ï'   ' ■  IPV    ' 

-  9py"(p'y')'-  3(3p'y"+  pyw)<  2p'y'+py")]+--- 

ait,       l,M,      K,  \„  i   K„\,      3K,°za  --..., 

i  Ml 

3it:  =  pY'(2p2Y'YIV+i6/tY'Y"'-6ArY"8  •  6pY'Y   >■ 

Klllill 

M2  =  —  3(D,  C|  4-  3(©0C2  —  2A.j.8j+  2©,,A>,  —  '>.:rl, 

=  s2[9PY"(2P'Y'  +  PY")  +  3PY'(3P'Y"  +  PY'"  I 

2  py'(6p'y"  -+-  4 PY'")  -  ôpp'Y'Y"  ]+•••» 
d'où  il  \  ii'iil 

3TL2=  A,M1  +  K1N0-KlNl  +  K,Na=3ii,;a,-j-..., 

où 

•^"  =  ?3  Y' (3 y"2 -8 y' y  '). 

On  pourrait  satisfaire  à  l'équation  O0  =  o  de  deux  manières  rlillé- 
rentes  : 

(56)  a  =  o,         ou        a-on."-t-ai;.mï-  i;-on"  =  o. 

Le  cas  a  =  o  donne 

Y  =  const. 

On  obtient  des  projections  avec  les  méridiens  concentriques. 
Dans  le  cas  général,  on  aura  l'équation  (56),  qui,  après  toutes  les 

Journ.  de  Math.  (5'  série),  tome  II.  —  Fasc.  IV,  1896.  /|(> 
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réductions,  se  transforme  en 


ou,  en  posant  y'=y,  on  aura 

,  -,  -  ,  _  2y2y'y'"  -  3/ 4  +  3 y- y"2  +  2yy'2y"  =  o. 

Il  faut  considérer  des  cas  à  part 

y  =  o,         y  =  o, 
car  autrement  l'équation  (.^7),  par  la  substitution 

y 

se  transforme  en  la  suivante  : 

i  ï8  1  u'1  —  zuu'  =  o. 

On  voit  que,  outre  la  solution  générale  donnée  par  l'équation  (58), 
il  faut  examiner  à  part  les  solutions  singulières 

y  =  o,  y'==o,  «'  =  0. 

En  prenant  la  solution  générale  de  l'équation  08  =  0,  on  voit  qu'en 
même  temps  sera  satisfaite  l'équation  ii8  =  o  ;  il  restera  à  satisfaire  par 
le  choix  convenable  des  constantes  arbitraires  les  quinze  autres  équa- 
tions du  système  (55). 

Si  nous  faisions  cet  examen,  nous  verrions  que  la  solution  générale 
mène  à  la  contradiction,  et  que  les  projections  sont  données  par  les 
solutions  singulières.  Cet  examen  conduirait  à  des  calculs  trop  pénibles 
(jui  exagéreraient  les  difficultés  du  problème. 

Pour  arriver  à  notre  but  d'une  façon  la  plus  directe,  examinons 
d'abord  le  cas  des  projections  concentriques,  c'est-à-dire  le  cas 
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Alors  on  aura 

A,0  =  a",  -t,  =  1 2p'p",  JUa  =  o,  x3  =  ]  k. 

H!,0  =  0p'2,  n!,.,=  (ip-. 

©o  =  P'%  2,  =0,  £2  =  p2. 

t00  =  d",  iO,  =  —  6pp",  (03=2p-*. 

Ci,    =2p'p",  C,    =  O,  C2    =2Â'. 

^0  =  0,  ,f,  =  —  2p2. 

A0=2A-,  15„  =  o-',  K.0  =  <r",  K,  =  o,  K,  =  0. 

L'équation  a  la  forme 

■W,5(  24pp'2p"(T"-  -U-p'2a'")  -t-  2«ftV(-  24p2p'2p"2-  ()p2(T"2) 

_  2»/cscT'2(24/La(j"  -  ^kp'if)  -+-  2afrV'8op9p'p"À:  -+-  a's8p2k*  =  o. 

En  introduisant  au  lieu  de  a  la  quantité  réelle  «'  au  moyen  des 
formules 

<j'  =  2  tw',  ff"  =  2  m>",  c'"  =  2  wp", 

on  aura 

/.■3(6pp'2p"w"-  Ap'-\r")  -+-  k*w'(-  3p2p"-'p"2  +  3p2w"2) 
-h  /av'2(GÂ'-\v'_  kp'w'")  —  io/,-p2p'p"w':,-f-  p2iv'5  =  o. 

En  ouvrant  les  parenthèses 

w'"{-^  +  k2p2w'A  —  3p2hHv'w"--h6w"(/^  -  k\v'A 

-h  5—.W  —  io^iv  '—  o2tv'5  =  ofM 

P  p'  '  v  ' 

Prenons  p  pour  la  variable  indépendante,  en  la  désignant  par  x,  et 
pour  sa  fonction  7  prenons  la  quantité 

1    dw 


(')  Il  faut  se  souvenir  que  p'=  -,  p"=—  — . 
P  P3 
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On  aura 

dw  =  kydp, 
d'où 

,         dir         ,      dp  ,  ,  r 

w '=  -T-  =  At  -y-  =  A -  -  ■ 

u-  =  k*   J   ,  ■  »        w   =  A  '  — J r*- -• 

x3  a;5 

Notre  équation  devient 

I  i  +  x2y2)  —  3a;3yya  +  3  y  (i  —  ar'y2)  —  .ry3  (  j    -   x%yi  >  =  o. 
Introduisons  la  nouvelle  variable  « 
(59)  xy 


sj  \  —  ir 
on  aura,  après  toutes  les  réductions, 

x2  u"  -t-  xu'  —  u  =  o. 

En  intégrant,  on  aura 
(bo)  «  -+-  -  =  /„, 

où  /„  est  une  constante  arbitraire. 
En  intégrant  (60),  on  aura 


La  formule  (09)  donne 


au  moyen  de  (Go)  on  a 

u' —  l0 

Introduisons  encore  une  nouvelle  variable 
(61)  u  —  leQC  =  q, 
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Oïl  aura 


9 

'= 

c 

~h 

1- 

IX 

_ 

ii- 

— 

I 

-k 

,c 

I  désignons  i  —  lac  —  ^A2. 

L'équation  (61)  donne  u'  —  /„  =  g',  de  sorte  que 

'Ai  y' 

.ils  y  dp       dq,  d'où 

—  kl-  =  /,  aie  cos  y^ 


u ■„  rsi  la  troisième  constante  arbitraire. 
En  substituant  la  quantité  y,  on  aura 


_A«— a:' 

iv  =  tv0  -+-  A  arc  cos  —  — ; 

La  formule 

w  =  «',.-+-  A  arc  cos 7 >         ou         |{  =  -, 

'  x  h 

détermine  complètement  1rs  projections.  Nous  obtenons 


P 


qj  =    — -. — -  -+-  arc  cos  — 
'A'  2  A 


En  substituant  dans  les  équations  fondamentales  (42),  nous  aurons 


x  =  a  -+-  p  (  cos  — ; — -  r- j sin ; — -  — r—    , 

a  V  p  ' 


r Slll    r- 

2  A  p  A 


.  /    .       «4-WCo  p*+  A*—  R*  H  -H  U'         A     \ 

y  =  6  +  p    sin  — 7—°  ^ r h  COS j— 2  — r—  ), 

^  'V  *  aA-p  *  2  \  ;/ 


A  =  v/4A2p2-(pa  +  Ai!-R2)a 
=  V(K  -t-  p  +  A) (R  +  A  -  p) (R  +  p  —  A)(p  -t-  A  -  R). 


354  U. -A.     GRAVÉ. 

Les  équations  définitives  des  projections  seront 

II  -+-  irn  p-  -+-  A2  —  R-  .      u  -+-  w0    A 


(62)  ./•  =  a  +  cos 

(63)  >■  =  b  +  sin 


A  2  A                                      /,  2  A 

11  4-  «'„  p2  -+-  A2  —  Rs                u  -+-  «•„  A 

Z * 1-  COS  -. —r- 

k  9.  A                              k  2  A 


Examinons  la  forme  des  méridiens  et  des  parallèles. 
Des  formules  (6a),  (63),  on  aura 

(a;  —  af  -+-  (y  —  b)-  =  p2  =  2Âc  -t-  / ; 

les  méridiens  sont  évidemment  des  cercles  concentriques. 
Pour  avoir  les  parallèles,  éliminons  p. 

En    multipliant  par   cos"^"  "   l'équation   (62),   et  par  sin^-^ 

l'équation  (63),  on  aura,  après  une  addition, 

2  A(.r  —  a)  cos  — j h  2  A  (y  —  b)  sin  — -r— -  =  p2  -+-  A2  —  Ra  : 

mais  on  a  (x  —  a)2  -+-  (y  —  b)-  =  p2,  d'où  il  vient 

(x  —  a)2  -+-  (y  —  b)-  —  2  A  cos  ""'","' °  (a?  —  a) 

_  2  A  sin  ^p  (y  -  b)  h-  A2  =  R\ 
Nous  aurons  définitivement 


v-a  -  Acos^-0      -+-  (y  -  b-  A  sin  ^^   _  =  R2. 


A 

Ainsi  nous  voyons  que  les  parallèles  sont  des  cercles  avec  le  rayon 
constant  R.  En  désignant  par  \  et  i\  les  coordonnées  du  centre  d'une 
des  parallèles,  on  aura 

ç  =  a-l-Acos — -r- -,        y]=t»-i-Asin — ^— î, 

d'où  il  vient 

(£-«)2  +  (y)  -  />)2  =  A2. 
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Ce  cercle  représente  le  lieu  géométrique  des  centres  des  paral- 
lèles. 

En  revenant  au  cas  général,  tâchons  de  simplifier  autant  que  pos- 
sible le  problème,  en  nous  souvenant  du  résultai  fondamental,  que 
le  rayon  des  méridiens  s'exprime  par  La  formule 


N2/,e  +  /. 

Nous  voyons  qu'à  cause  de  la  symétrie  de  l'équation  (i)  par  rap- 
port à  //  et  à  v  le  rayon  des  parallèles  doit  s'exprimer  par  la  formule 
semblable 

\2K.«  -+-  L, 
ou,  en  conservant  nos  notations,  on  aura 

T-— ,    '         =2K«  +  L. 

Iv  et  L  étant  des  constantes.  . 
Quant  à  l'expression 

(.r'24-  y' 2)3 

(x'y"  —  y'x"y-y 

nous  voyons  qu'elle  doit  être  uw  fonction  rationnelle  des  sin  9  el 
cos(p,  que  nous  désignons  par 

R(sin<p,  cos^p). 
On  aura 

R(sino,  cosç)  =  îKm  -+-  L. 

Au  moyen  de  l'équation  (43),  nous  aurons 

ikKo  -+-  2K(a'sincp  —  6'cos<p)p  —  iKw  -+-  L  =  R(sin(p,  cosœ  >. 

Si  R  ne  devient  pas  indéterminée  ou  infinie,  ce  qui  aurait  lieu  quand 
x'y"  —  yx"=o,  l'équation  donnera 

A  K  =  o, 
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d'où  nous  voyons  qu'un  des  systèmes  des  lignes  composant  le  réseau, 
les  méridiens  ou  les  parallèles  doivent  avoir  le  rayon  constant.  Cette 

remarque  permet  de  simplifier  considérablement  le  problè 

En  effet,  supposons  que  les  méridiens  sont  des  cercles  avec  le  rayon 
constant.  En  prenant  la  longueur  de  ce  rayon  pour  unité,  nous  aurons 
les  équations  îles  projections  en  forme 


(64) 


x  =  a  -+-  cos<p, 
v=  b  ■+-  sinç, 


où  a  et  b  exprimées  en  v  donnent  les  coordonnées  d'un  point  de  la 
courbe  E,  qui  sera  le  lieu  des  centres  des  méridiens  ;  soit  r  l'angle  que 
fait  la  tangente  de  cette  courbe  1  avec  l'axe  des  x.  Introduisons  en 
outre  le  rayon  de  courbure;  de  la  courbe  2  ;  nous  aurons  alors  ou 
p  =  yt,  ou 

a=   !  p.cospcfo,         b  =   /  psinvdv. 
11  faudra  évidemment  satisfaire  à  l'équation 

(65)  x'vy'u—  x'uy'v  =  v> 

où  \  est  une  certaine  fonction  de  v. 

En  substituant  dans  l'équation  i  65  )  les  expressions  (64  )  el  en  inté- 
grant par  rapport  à  u,  on  aura 

csin  (<p  —  v)  =  \  u  +  t. 
où 

[/.sinç  =  u  -+-  o  . 

ayanl  compte  des  notations  suivantes 

;j.\   =  p,  a  =  w\  ,  ©  —  v  =  £. 

lui  employant  les  méthodes  précédentes,  on  aura 

|A2cos2lj(a/2  -hy'2)  =  A0cos3?  -i-A,  cosa^sin^-i-A2cos^sin2^  ■+-  A   sin  : 
+  B0cos-H  -i-  B,  cosHsinç  -t-  B,  sin": 
4-  C0cosc;-t-  C,sin;  -f-  D0. 
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(III 


\  „  =  o,         A ,  =  —  2  p  a2 ,         A2  =  ■>.  p  aa',         A3  =  o, 

B0=  [X2(p2  4-l),  B,=  -  2a(a'4-pw'),  B2=a'2, 

C„  =   2fJl.lV',  C,  =  -  2U'tv',  D0=  «•  -'. 

(  filmions  l'expression  x'y"  —  .< ?"y  : 

u'cks';  (  '\v  —  y  •'•''  )  =  -l^cos'ç  -+-  JW,cos3i;sin2j  4-  -i ,2coss  :^iir; 

4-  ,A,sCOsljsin3lj  -+-  -l.,siirl;  -t-  ii!»0cos:'; 

-+-  n!),cos2!;sin!j  4-  iB>2cosHsina?  -t-  u!>3sin'l; 

4-  £0cos-<;  4-  £,rws:  sinij  -H  e2sin2S| 

-4-  ®0cos!j  -I-  CD,  sin  :  4-  C0, 
où 

a.„  =  —  a8p',  A,,  =  —  p(2[xs  -+-  a2a" —  2aa'2)  -4-  p' [*•*{*■'» 

X2  =  3  a-  a'  p,  A.3  =  o,  .1.,  =  o, 

ilh0=  aa[ptv"4-  f-(p2  +  ')]  ~~  [*«>'(up'4-  2a' p), 
u!>,  =  —  3u2(u'-+-«>'p),  ift>a=  3aa'2,  iii,:1  =  —  a'3, 

30  =  jiri\'',  C00==  3aw'2, 

3,  =  —  Gau'w  .  c8,  =  —  3a' w"1, 

e,=  3«»>'*,  c0=w's. 

l'ouï-  résoudre  le  problème,  il  faut  satisfaire  à  l'identité 
(*"  4-^)3  =  [aK«  4-  L]  (x'y"  -  oc" y')*, 
laquelle,  à  cause  de  nos  calculs,  prendra  la  forme  suivante  : 
A0coss!j  4-...+  A:,sin:';  j3 
B0cos22j  -4-. . .4-  B2sinJlj  ( 
<  I0coslj  +  (  1,  siu; 

D„ 

A>0cos4  :  -h. .  .-h  x4sin42j 

u!>0cos3?j  4-.  ..4-  iii.jsin3^ 
—  [2k(asin; — w)  4-  L]   '    80cos2lj  4-. .  .4-  32sin2^ 

(B0coslj  4-  (D,sinH 
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Cette  équation  doit  évidemmenl  être  satisfaite  identiquement- 
En  posant  \  =  -)  on  aura 

[D0+  C(-t-B2+A3]3  =  [2K(fji-«/)  +  L][-m-  *,+  £,4-  (D,+  c„y. 

où 

(  w'-  —  2.\ifw'  —  iJ.  2 1 ' 

=  [2lv(u.  —  w)  -+-  L]  (w"  —  3u.'tv'a  +  3a';iv'  —  u.'3  r. 

ce  qui  donne 

a  —  u'  =  const. 

De  la  même  manière,  si  l'on  pose  \  =  —  -»  on  aura 

ul  -+-  w  =  const., 
d'où  l'on  reçoit 

\x  =  const.,         w  =  const. 

et  par  conséquent  :  est  une  fonction  de  u  seule. 
L'équation  se  simplifie  considérablement 

Jt0=  —  {*'?'»         X,  =  —  -u-1?'         X2  —  o,         =i3  =  o,         .1,  =  o, 

M\,0  =  a3 (s-  -|-  i),  ifc,  =  o,  tA>2  =  o,  iQ>3  =  o, 

:„  =  :,  =  £:  =  ©0=  o,  =  c0=  o. 

A„  =  o.  A,  =  —  2  pu.2,  A,  =  o,  A3  =  o. 

B0=[A2(p2-hi),         B,  =  o,         B2  =  o,         C0  =  C,  =  D0  =  o. 

( )n  aura 

(—  2p  sin:  -+-  s2  -+-  i  )' 

=  [2K(asin;  —  w)  +  L](—  p'  eus;  —  2p  sin;  +  c24-  i  );. 

En  substituant  :  -  ->  on  aura  p  =  const.,  d'où  il  vient 
—  2  0  sine  +  o-  -t-  i  =  2K(  u-sin;  —  w  >  -+-  L. 
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d'où 

p  =  -Ku, 
g2+  i  =L  —  aK«\ 

On  obtient  \  =  —  K,  et  nous  pouvons  passer  de  la  variable  p, 
exprimant  l'angle  de  la  tangente  avec  l'axe  de  a?,  à  la  véritable  longi- 
tude en  changeant  p  en  Ke  -+-  w. 

La  courbe  1  esl  un  cercle,  et  les  projections  seront  déterminées  par 
les  équations 

x  =  a  —  K[jt  sine  -+-  cosep, 

y  =  &  -)-  K.a  cose  -f-  sino, 
où 

[Asin(<p  —  p)  =  u-h  w. 

On  voit  aisément  que  les  parallèles  sont  des  cercles  concentriques; 
de  sorte  que  nous  parvenons  au  cas  déjà  examiné. 

Dans  le  cas  p  =  ac  on  aura,  par  les  raisonnements  semblables,  les 
projections  dont  les  parallèles  sont  des  droites  parallèles  entre  ''Iles  et 
parallèles  à  la  droite,  lieu  géométrique  îles  centres  des  méridiens.  <  >n 
peut  concevoir  ce  cas  comme  un  cas  limite  du  cas  général. 

iinsinous  voyons  que  nuire  problème  est  complètement  résolu. 

En  résumant  tous  nus  résultats,  nous  obtenons  onze  sortes  de  pro- 
jections satisfaisant  à  toutes  les  conditions  du  problème. 

En  prenant  pour  p  la  longitude,  et  pour  u  la  fonction  de  la  latitude 
correspondant  à  la  forme 

de  l'équation  du  problème  nous  aurons  les  projections  suivantes  : 

,   ./•  =  au  -+-  av.   } 
I.  où  «8  -  ab  =  i. 

[  y=bu  +  pv,    !  ' 


!x  =  (  av  ■+-  b)\iku  -+-  /,   ) 
>  où  k(a$  —  ba)=  i. 
y  =  <av-h  3)\  -ilut  -h  /,   ) 
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VI. 


VII. 


VIII. 


IX. 


X. 


(  x  =  (au  -+-  b)  \Jikv  -+- 1, 


k(b*-a$)=i. 


|  y  =  bv  -+-  P  ■+- 1  s 7/2p-  -(«  +  w)- 


y  =  6u  -h  p  -+-  i  v  &2p2  -  (p  -+-  <r)2. 


,/_•  =  0  COS 


7  =  o  sin 


./•  =  Ô  COS 


y  =  o  sin 


-£—  \  2  A V  +  /, 


sin  yôAw  +  /. 


k 


cos- 


-r—  \lkll-\-  l. 
./•  =  \  2  Al'  +  /     -r+COS!!    j 

j-  =  S2Ai+/[j  +  sintp], 

où  A  ^in  ç.  —  u.  cosçp  -+-  A©  =  a  H-  er. 

I  '•  =  \  2ÂÛ  +7     -r  -H  COSCp     • 

'  y  =  v  2A«+1 1"  J  +  sinçl , 

OÙ    A  sillv   —   jJ.  COSO  -f-  A'O  =   P  -+-  G. 

II  —  l   p2  H-  A2—  R2  .       »  -r-  ^      A 


7 


A'  2  A 

.     h  +  e  p2+A2  —  R2 


COS 


/,         2  A 

«  -i-  £      A 
T"    2Â' 


\jake-hl,         A  =  V4A2p2  — (pïH-A2—  R2)- 
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v  -t-e  ;!+A!-  IV-  .     ('4-e    A 

=  COS — ; —  ! r -    SU!— ; r> 

/,  !  \  A         2  A 

VI         I  .     c»  +  s   ?s-\-    \2— R2  <>+£     A 

\   y  =  sin  —. —         — 7 h  cos — -. r-) 

J  I,  2  \  A       2  A 


1   oùp  =  v/aA-«       /.         A  =  v1A-?--(p-^  A-- H-/. 

Pour  ûxer  les  idées,  nous  avons  considéré  La  représentation  des  sur- 
faces de  révolution  ;  mais  il  faul  bien  remarquer  que  tous  nos  résultats 
s'appliquent  aussi  bien  à  la  représentation  de  chaque  surface  courbe; 
car,  quelle  que  soil  la  surface  représentée,  on  peut,  par  un  choix  conve- 
nable des  coordonnées  curvilignes,  ramener  à  la  forme  (  i)  l'équation 
des  projections  qui  conservent  les  aires. 
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Quelques  extensions  du  théorème  de   Fermât 
sur  les  nombres  polygones  ('); 


Par  M.   Ed.   MAILLET. 


Nous  avons  communiqué  au  Congrès  de  Bordeaux  |  issocialion 
française  pour  l'avancement  des  Sciences,  iS<).">)  [a  propriété  sui- 
vante : 

Tout  nombre  entier  est  lu  somme  <!>■  <lir-s,-j,i  cubes  d'entiers  p>>- 
silifs  un  plus,  dont  douze  un  plus  différents  île  i  un  o. 

La  méthode  qui  nous  \  a  conduit,  cl  qui  esl  directement  inspirée 
des  démonstrations  données  par  <  lauchj  |  J  |  h  Legendre  <  :'  i  du  théo- 
rème de  Fermât  sur  le-  uombres  polygones,  s'étend,  avec  des  modifi- 
cations sensibles,  des  cubes  aux  nombres  entiers  positifs  de  la  forme 

z,\  .;•  )  —  (i.i--  4-  a, ./;'  h-  a2x3  -+-  a.sx-  -+-  <7.,.r  +  as, 
où  1rs  coefficients  u,  u, ,ao  sont  entiers  ou  fractionnaires,  mais  tels 


(')  Nous  avons  déjà  établi  d'autres  extensions  du  théorème  de  Fermât  par  une 
méthode  différente  dans  le  Bulletin  de  la  Société   Wathém.,  t.  XXIII;  i8g5. 
(  - 1  Exerc.  de  Math.,  t.  1,  p.  ■.>;.'!,  et  Mémoires  de  l'Institut. 
(3)   Théorie  des  nombres,  j''  édit.,  t.  Il,  p.  338. 
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que  o(  r)  soit  entier  et  positif  pour  toute  valeur  entière  de  #>[*,  a 
étant  fini,  et  l'on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  I.  —  Si  l'expression 

o|  x  )  =  <t.r:'  -+-  aK  x*  ■+-  a2x3  +  a3x'2  ■+-  atx  +  ai, 

où  a,at, . .  .,<7o  sont  don  nés  et  rationnels,  est  entière  et  positive  pour 
toute  râleur  entière  de  .r^u.,  u.étant  fini,  et  de  degré  2,  3,  1  ou  ~>, 
tout  nombre  entier  supérieur  èi  um'  certaine  limite  fonction  de  a. 
a a ,  est  la  somme  d'un  nombre  limité  (au  plus  6  pour  le  de- 
gré 2,  1  2  pour  le  degré  3,  96  pour  le  degré  4.  192  pour  le  degré  5  > 
île  nombres  positif  s  p(aî),  à  m/j  nombre  limité  d'unités  près. 

Nous  en  ferons  application  en  particulier  aux  nombres  pyramidaux 

I  théorème  II). 

La  méthode  que  nous  allons  indiquer  donnera,  en  même  temps, 
un  moyen  d'effectuer  cette  décomposition  par  un  nombre  de  manières 
qui  augmente  indéfiniment,  quand  le  nombre  entier  à  décomposer 
croit  indéfiniment. 

I  >  après  les  hypothèses  faites,  le  terme  indépendant  de  x  est  entier, 
et  si  le  théorème  esl  vrai  pour  o(x),  il  le  sera  pour  z>(x)  —  as,  et  ré- 
ciproquement :  la  limite  inférieure,  à  partir  de  laquelle  le  théorème  est 
vrai,  et  la  quantité  u.  pourront  seulement  varier  d'un  nombre  limité. 

II  suffi!  donc  d'établir  le  théorème  en  supposant  a3  =  o. 

I.  -    Cas  où  ^(.r)  est  de  degré  2  ou  3. 

Nous  admettrons  d'abord  que  les  coefficients  de  o(x)  soient  entiers; 
l'extension  de  la  propriété,  au  cas  où  ils  sont  fractionnaires,  se  fera 
ensuite  mois  peine. 

Soil  alors,  en  changeant  légèrement  la  notation, 

;(x)  =  M,  +  a,r-f  c/2.c. 
avec  a  >  o,  ou  a  =  <>.  a,>o,  puisqu'on  suppose  f(x)  positif  pour  ,r 


EXTENSIONS  DU  THÉORÈME  DE  FERMAT.  365 

suffisamment  grand,  et  u.  la  plus  petite  valeur  entière  de  x,  telle  que 
s(x)  !o  pour  x=u..  Considérons  l'identité 

l  cp^a  -\-x)  4-  ?(a  —  x)  =  2[©(a)  H-  (3aa  -f-  a,  ).r'-  | 

(o    !  où 

o5.r<a  —  a         cl  oc^o; 

les  deux  termes  du  premier  membre  sont  positifs. 

Donnons  à  x  trois  valeurs  a?,,  a?,,  a?,  entières  satisfaisant  à  (i),  et 
additionnons  membre  à mbre  les  identités  (i  )  correspondantes;  il 

\  ii'iil 

V  |  z,(y.  -h  Xi)  4-  5 (a  —  xt  )\ 

i 

J       =2[3?(a)  +  (3aa  +  a,)2.^] 

=  2[3<p(a)  -f-  (3aa  -+-  a,  )/n  |, 
•  •il  posant 

ni  =  ./:,  -|-  x\  ■+-  .''•;. 

Les  conditions  (i)  relatives  à  x,,xî,x3  seront  d'ailleurs  forcément 
satisfaites,  si 

(  3  i  o</«'^(a  —  a)-         et         x    o, 

ce  que  nous  supposerons. 

Dès  lors,  tout  nombre  entier  ///,  qui  n'est  pas  de  la  forme 

4A(8n  +  -)     avec     // >o, 

étant  (')  la  somme  de  trois  carrés,  donnera  lieu  à  une  identité  de  la 
forme  (2),  s'il  satisfait  à  (3). 

(')  Legendre,  Théorie  des  nombres,  3e  édit.,  t.  1,  p.  3g3  et  suiv, 
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Posanl  maintenanl  (  ///,  ni',  y,  y'  étant  entiers) 

[  o     m     {y.  —  u.)-   ) 

(4)  o    ///'    (a-  -ar'  )  ^  ' 

A-  =  3aa  +  a,,         /,'  =  ir/x  ■+-  a,, 

(5)  A  -  3[o(a  )  4-  s(  a  )]  =  A///  +  k'm'  =  A  . 

tout  nombre  entier  2A  ainsi  obtenu  scia,  d'après  (  2  i,  la  somme  de 
douze  nombres  positifs  9 (•'-')• 

Ceci  va  non-  permettre  d'établir  le  théorème  pour  les  nombres  en- 
tiers compris  dans  un  certain  intervalle  dépendant  de  a  el  a  . 

Smi  0  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ia  el  de  a,, 

:    ](t  —  a  0,  a,  =  a\8, 

(6)  •  avec  a'  el  a',  premiers  cuire  eux, 

'  A  =  lia' y.  4-  a\  ),  A'  =  0  (  a'  a'  +  a\  ). 

Posanl 

(7)  y' =  a  +  2V  (  v  en  lin-     1  >, 

el  prenanl  y.  impair,  quand  a  impair  cl  a\  pair,  a  pair  dans  le-  autres 
cas  (  '  ),  mi  voit  que  n'y.  -+-  a\  el  a'a'+  a',  sont  impairs,  puisque  a  et 
a'(  sonl  premiers  entre  eux,  leur  plus  grand  commun  diviseur  devanl 
diviser  a' (a' —  2)  el  a',(a'  —  a)  :  S  esl  donc  le  plus  grand  commun 
ili\ iseur  de  A  el  A'.  cl  si 


(8) 


A,  =  n'y.  -+-  a\ ,  A'(  =a'a'+ a',,  \  =  A,/"  -f-  A,  ///  . 

<u'i  A  , .  A    sont  impairs  el  premiers  entre  eux, 


(')  Quand  a,  pair  ri  <7',  impair,  on    pourrait    prendre  aussi  r  impair.    \<>u< 
supposons  ï  :i-'7  grand  pour  que  /.  >  o.  /.'><>. 
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ni)  a 


(  A-3[?(a)-H?(a')]  =  SA",         A'=SA", 

en  tenant  compte  de  (  ">). 

Considérons  maintenant  l'égalité 

A"—/.,  m 

(  1  o)  ///    = 77-^ —  > 

"  i 

déduite  de  (8).  A   étant  un  entier  arbitrairement  choisi,  si  l'on  su!>- 
siiiuc  dans  celte  égalité  à  ///  les  8A*',  valeurs  consécutives 

o,     .,     2 -s/,',  -  r, 

elle  donnera  pour  m'  des  valeurs  entières  ou  non.  mais  positives,  si 

(n)  \     SA,//,, 

ce  que  nous  supposerons.  Admettant,  de  plus,  que  I  on  ail 

(12)  S/,-,    O -a)%  \      *',(<*'-  fx)2, 

les  valeurs  m  et  ///  obtenues  satisferonl  aux  conditions 

o    m    1  -/.  —  \).  )'-.         o     m'    (  7.  —  [j.  )- . 

De  plus,  je  dis  qu'il  y  aura  toujours  un  des  systèmes  m,  m  au  moins 
tel  que  o?  et  ni'  soient  entiers  sans  être  de  la  forme  'i''(8/t  -+-7). 
En  effet,  parmi  les  nombres 

\.     A'-/,,,     A'-?./.,,     ...,     A"-(8Âr')-i)/f1, 

on  en  aura  exactement  8  divisibles  par  k[,  car  on  n'a 

M'-lkt  =  k"-l'kl  (modA-'J 

que  si(/—  /  ,)fr,  =  o(mod/i'l),  ce  qui  exige /=/'(  mod/f',  ),  puisque  k 
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et  k\  sont  premiers  entre  eux.  Dès  lors  les  8  systèmes  ni,  ni  corres- 
pondant aux  8  valeurs  A"—  //>',  divisibles  par  k\  sont  formés  <le  va- 
leurs  //'.  ni  entières  et  de  la  forme 

(i3)  mt-\-jk\,     m\—jkl         (j  =  o,  i,  2,  . . .,  7), 

respectivement.  Les  8  nombres  o,  k\,  ik\ ,  ....  jk\  sont  incongrus  entre 
eux(mod8),  puisque  k\  esl  impair  ;  de  même  pour  les  8  nombres  o, 
/,,.  2k,,  ....  7/1,.  Par  suite,  parmi  les  8  nombres  m,  -hjk\  il  \  en  .1  3 
au  plus  de  la  forme  4''(8«  +  7);  de  même  parmi  1rs  (S  nombres 
m\ — jk,.  Donc,  parmi  les  8  systèmes  (i3),  il  y  en  a  deux  au  moins 
pour  lesquels  ni  m,  ni  ni  ne  sont  de  la  forme  \'\S // -\- ~  ) ;  prenanl 
l'un  de  ees  systèmes,  ni  et  ni  sont  chacun  la  somme  de  3  carrés,  el 
si  a>o,  d'après  (4),  (5  ),  (9)  et  (12),  le  nombre  2  A,  correspondant  à 
la  valeur  de  A  ",  valeur  satisfaisant  à  (8),  (1 1)  et  (12),  est  la  somme 
de  12  nombres  positifs  o( x). 

Les  conditions  trouvées  pour  A,  A",  k,  y.  peuvent  s  écrire,  il  après 
(4),  (6),  (7),  (8),  (11)  et  (12), 

I  o<a  =  a'— 2V  (v     1)      avec  x  pair,  sauf  quand  -y  est 

(  '  ï  >         o     \tiv.  +  a,  |       impair  el  '','  pair, 

8(  >'/  y.'  +  at)'.  §(  y.  —  a  )'\ 
(i5)      -(3aa   :   a,)(3aa'+a,)    oA'    (3aa'  +  a,)(a'—  [x)2; 

or,  v'  étant  donné,  on  peut  toujours  prendre  x  assez  grand  pour 
que  (  1  '1  )  ail  lieu  quand  v  est.  un  entier  quelconque  v  .  Donc. 
d'après  (9),  on  peut  prendre  a  assez  grand  pour  (pie  tout  nombre 
entier 

(  i(i)  2A  =<'>|-fi  a)  +  ?("')]  +  20A", 

où    \    esl   un  entier  quelconque  satisfaisant  à  (i5),  soil    la  som 

de  12  nombres  positifs  <p (a;),  v  étant  supposé     v'.  Donnant  alors  à   \ 
toutes  les  valeurs  entières  compatibles  avec   (  1  5  ),    puis  ajoutant  à 
chaque  nombre  -j.  A  obtenu  a  unités  avec  X  =  o,  1,  2 20  —  1 .  on 
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< >  1  > i i t - ■  1 1  lous  les  nombres  entiers  P>  tels  que 

\  6 [?(»)  -    »<  «'  )]  +  V  '  '  "  a  ~  " • ) (  ' "  a  +  " '  *  "   2  ?y 

> 

(  I!     G[*(a)+^(a   i]       a(3«a  4-  a,)(a'—  p.)2, 

el  le  théorème  I  esi  vrai  pour  ers  nombres  I!.  qui  sonl  la  somme 
de  i  2  nombres  positifs  ?(#)  el  «le  20  —  1  uuil(''s  au  plus  (  la  réduction 
de  ce  nombre  à  6  quand  a  =  <>  ne  sera  opérée  que  plus  loin,  dans  la 
Remarque  1 1  t. 

Si  maintenanl  nous  donnons  à  %  des  valeurs  paires  ou  impaires 
suivanl  les  conditions  d  ji,  mais  croissantes  à  partir  de  la  limite  infé- 
rieure résultanl  de  (i4)j  comme  nous  l'avons  indiqué,  nous  obtenons 
mu'  suite  d'intervalles  limités  par  les  valeurs  du  premier  cl  du  dernier 
membre  de  (17),  el  pour  lesquels  le  théorème  est  vrai;  pour  établir 
ce  dernier  dans  toute  sa  généralité,  il  suffil  donc  de  montrer  que, 
pour  x  assez  grand,  les  intervalles  ne  sonl  séparés  par  aucun  nombre 
entier,  auquel  cas  nous  dirons  qu'ils  sont  contigus. 

Considérons  deux  intervalles  (17)  correspondanl  à  des  valeurs  y 
et  a  +  2  ;  il  suffira  que  la  limite  supérieure  du  premier  soii  au  moins 
égale  à  la  limite  inférieure  d^i  deuxième,  c  est-à-dirc  que 

6[ç(a  )4-  çp(a'  )|  -1-  2(  3aa  -+-  a,)(oc'  —  p.  )- 
6[<p(  7.  ■+■  2)+  ?(a'-f-  2  )| 

+  Kr  |  3a(a  +  2)  -f-  a,  1 1  )'/(  a.'  +  2)  -+-  </,  |  -+-  20, 

condition  à  laquelle  «m  satisfait,  pourv^v',  en  prenanl  a  supérieur  à 
une  limite  Bnie  el  déterminée,  puisque  les  deux  membres  de  celle  iné- 
galité sonl  des  polynômes  du  troisième  (ou  du  deuxième  si  a  =  o) 
degré  en  a,  quand  on  y  remplace  a  par  y.  -t-  2V,  et  que  le  coefficienl 
de  a.3  (ou  de  a2  )  sonl  respectivement  dans  le  premier  ci  le  deuxième 
membre  i8<2  et  12a  (ou  i4«i  et  12a,).  c.  q.  f.  d. 

Remarque.  —  Nous  avons  établi  que  le  nombre  des  décompositions 
augmente  indéfiniment  avec  I!,  par  ce  fait  que  l'on  peut  toujours 
prendre  1!  assez  grand  pour  que  le  nombre  des  valeurs  «le  v  accep- 
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labiés  suii  aussi  grand  qu'on  veut.  (  >n  peut  encore  obtenir  le  même 
résultai  en  remarquant  que  l'on  peul  prendre  H  assez  grand  pour  que 
le  nombre  des  intervalles  (17)  dont  il  l'ail  partie  soit  aussi  grand  qu'on 
veut.  En  effet,  si  tj/(a)  et  y  (y.)  sont  le  premier  et  le  dernier  membre 
de  (17),  ou  peut  prendre  se,  assez  grand  pour  que,  p  étant  un  entier 
donné,  <>n  ail  pour  y     x, . 

\  xO)  Ka  +  2?), 

(18)  U^>0,  ^      o. 

Si  B  esi  suffîsammcnl  grand,  on  peut  trouver  a  (pair  ou  impair  sui- 
vant les  cas  )  tel  que  y.    y,,  et  que 

\Li  y  -+-  -2z  1     li     i(  a  -+-  2,0  —  2). 

D'après  (18),  P>  est  compris  dans  les  p  intervalles  (17)  correspon- 
dant aux  valeurs  de  x  égales  à  a,  a  -t-  2,  a  -4-  4,  •  •  -,  a  -+-  20  —  2  ;  à 
cbacun  de  ces  intervalles  correspond  alors  au  moins  une  décomposition 
de  P>  conformément  au  théorème  établi. 

On  peut  d'ailleurs  prendre  v'  ou  p  assez  grand  pour  que,  parmi  les 
décompositions  obtenues  ainsi  pour  un  même  nombre  B,  on  en  ail  ail- 
lant qu'on  veut  de  distinctes;  car  soil 

où  £,-,  1  entiers,  o5e  20—  1.  une  décomposition  de  I!;  les  valeurs 
île  y  qui  ont  pu  la  donner  sont  comprises  parmi  les  nombres  ;,-i-  ;,. 
avec  i  ~  jr,  c'est-à-dire  en  nombre  (  !,.,  =  GG.  Donc,  parmi  les  décom- 
positions ci-dessus  indiquées,  en  nombre  au  moins  égal  à  v  ou  p,  on  en 

aura  au  moins  -^  ou  7^  essentiellement  distinctes,  ce  qui  établit  le  ré- 

1  il  1         bo  * 

sultat  annoncé. 

Nous  axons  ainsi  établi  le  théorème  dans  le  cas  où  a,  a,,  a.,  sont 
entiers.  S'ils  sunt  fractionnaires,  il  faudra  et  il  suffira  ('),  pour  que 

(')  Comparer,  dans  V Intermédiaire  îles  Mathématiciens,  le*  réponses  à  la 
question  V S V . 
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pi  e)  soit  entier  pour  les  valeurs  de  x  a,  que  ç(  r),  cp(  2)  el  s (3)  le 
soient,  puisque  y(x)  est  le  terme  général  d'une  si  1  i  1  < ■  récurrente 
d'équation  génératrice  (  y  —  1  )'  =  o.  On  en  conclut  sans  [ici ne  que  le 
plus  petit  dénominateur  commun  de  a,,  a2,  a3  est  un  diviseur  de  6. 
Alors  6<p(  r  )  a  ses  coefficients  entiers,  et  l'on  peut  lui  appliquer  les  ré- 
sultats précédemment  obtenus.  <  )n  en  conclura  que  tout  multiple  de  6 
supérieur  à  une  certaine  limite  est,  ii  un  nombre  limité,  mais  multiple 
de  G,  d'unités  près,  la  somme  Af  1  2  nombres  6z>(x)  positifs. 

I  11  nombre  quelconque  supérieur  à  une  certaine  limite  est  alors,  à 
un  nombre  limité  d'unités  près,  la  son  une  de  12  nombres  o  (a.-)  posi- 
tifs :  ce  que  nous  avons  dit  du  nombre  ilrs  décompositions  distinctes 
reste  applicable. 

tpplicalion  aux  nombres  pyramidaux .  —   Ils  sont  de  la  forme 

.#■'  —  .;•  - 

— ? — >  avec  ./     o. 

Considérant  Gj(ar)  =  x3 —  r.  on  a 

(2  =  1,  «,  =  (),  "j  =  —  1,  u  =  o,  0^    i. 

Prenons  v  =  1,  a  impair,  x  —  x  -+-  2, 

2 A  =  GC  =  <i|  mi  y.  )  +  ra<  y.'  )\  -h  GA", 
"ii  (  '.  est  entier  :  (i5)  donnera 

H  y.  x      A"    y.  '. 

La  condition  (14)  donne  .Sa'    x2,  c'est-à-dire  y.     11,  puisque  x  esl 

impair.  On  en  conclut  que,  | •  y.     1  1.  tout  no  m  bre  GC  multiple  de 

.6,  cl   tel  que 

(19)  y'  —  y.  -+-  a"  -  a'  -h  S  xa'    (  '.     y.'  —  y.  -h  2  a"  —  a' 

est  la  somme  de  1  2  nombres  tn(  ./■  )  positifs. 
Prenant  alors  a  assez  grand  pour  que 

a3  —  a  -t-  2':1  —  a   :(a  4-  2  ):l  —  (  a  -+-  2)  -+-  (  a'  -h  2  >:'  -  <  a  -h  2  1 

+  8(a-+-  a)(  a' +  2  ). 
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ce  qui  exige 

a:1  —  14  a2  —  84  a  —  1 16     o  ou  a     19; 

ou  en  conclut  que,  poura^rc),  les  intervalles  (19)  sont  contigus,  el 
que  tout  nombre  6C,  mulliple  de  6,  el  tel  que 

3  3 

('.        I  <  )     —I9  +  2I     —21  +  8.19.21=19272 

est  la  somme  de  1  2  nombres  positifs  cri  x  1.  Par  suite,  tout  nombre 

C>19272 

est  la  somme  de  12  nombres  positifs  de  la  forme  — —  =  ' — :— >  el 

1  t>  0 

ThéorèmeII.  —  Tout  nombre  entier  !t  9  2  7  2  est  la  somme  de  douze 
nombres  pyramidaux  au  plus  (  '  ). 

A  titre  d'application  numérique,  prenons  C  =  2oooo  :  on  peul 
prendre  y.  =  i<).  el  (  10)  devient 

ii)2o  =  19»?  -I-  21  ni'. 

On  a  six  systèmes  de  valeurs  de  ///  el  de  m  .  dont  aucune  n'est  de  la 
forme  -1*(8«  +  7);  l'un  d'eux,  par  exemple,  m  =  1  î.  m'  =  174,  don- 
nera, d'après  î  {  =  'iJ  —  2-—  i2, 

i-|  =  i'5   —2-  —  i-  =  ii    +72+a2  =  io  -t-7"—  |J- 

(')   De  même,  la  formule  (16)  permet  de  montrer 

1  1  luand  o(x)  a  ses  coefficients  entier-,  et  que  8  =  3.  que  t > •  1 1 1  mulliple  de  ii 
supérieur  à  une  certaine  limite  est  la  somme  de  12  nombres  positifs  o(j    ; 

2°  Quand  ^(.r)  a  ses  coefficients  a.  au  a,  fractionnaires,  si  D  esl  leur  plus 
petit  dénominateur  commun,  et  si  le  plus  grand  commun  diviseur  de  3Da  el 
Drt,  est  3,  que  tout  multiple  de  6  supérieur  à  une  certaine  limite  est  la  somme 
de  12  nombres  positifs  D';(j'),  en  sorte  que  tout  entier  supérieur  a  une  certaine 

limite,  et  mulliple  «le  -.-  •  est  la  somme  de  12  nombres  positifs  -„(.*•). 
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en  partant,  par  exemple,  de  la  première  décomposition  de  17  î  en  une 
somme  de  3  carres  : 

20  000  =  >    — ~ —  > 
1 
où  les  12  valeurs  de  ./•,  sont 

■-12,      iG,     21,      17,     20,      [8,     34,     8,     23,      19,     22,     20. 

Remarque  I.  —  Nous  avons  utilisé  ici  La  représentation  des  nom- 
bres /<■/,  m  à  l'aide  d'une  somme  de  trois  carrés.  En  utilisant  d'autres 
représentations,  on  peut  obtenir  des  théorèmes  analogues.  Nous  en 
avons  donné  un  exemple  au  Congrès  de  Bordeaux. 

Remarque  11.  —  Quand  œ (a;)  est  du  deuxième  degré,  c'est-à-dire 
quand  a  =  o,  a,  >  o,  S  =  a,,  k,  =  k\  =  1,  les  raisonnements  précé- 
dents peuvent  être  simplifiés  :  en  effet,  supposons  d'abord  que  <p(a?) 
ail  srs  coefficients  entiers;  pour  une  valeur  donnée  de  a,  remarquant 
que,  sur  3  nombres  consécutifs,  on  en  a  un  =£.  4^(8 n  -+-  7),  on  voit 
que,  quand  m  prend  toutes  celles  des  valeurs  o,  1,  2,  .  .  .,  (a  —  [/.)* 
différentes  de  \h(%n  -+-  7),  6<p(a)  -+-  2.atm  prend,  k  6a,  —  1  unités 
près  au  plus,  toutes  les  valeurs  comprises  entre  6«p(  a)  cl 

Go(a)  -(-  2a,(a  —  a)-, 

et  tout  nombre  compris  dans  cet  intervalle  est,  d'après  (1),  (2)  et  (3), 
la  somme  de  6  nombres  positifs  <p(#),  à  un  nombre  limité  d'unités 
pi  es.  <  )n  voit  d'ailleurs  que  les  intervalles,  obtenus  en  faisant  varier  a, 
sont  conligus  dès  cjue  a  est.  supérieur  à  une  certaine  limite,  cjue  le 
nombre  des  décompositions  distinctes  augmente  encore  indéfiniment 
avec  le  nombre  à  décomposer,  et  cjue  ces  propriétés  s'étendent  au  cas 
où  a,  et  a»  seraient  fractionnaires.  Donc,  quand  cp(V)  est  du  deuxième 
degré,  tout  entier  supérieur  à  une  certaine  limite  est  la  somme  de 
G  nombres  positifs  <p(a;)  seulement. 

On  sait  que,  pour  une  foule  de  valeurs  a,  et  a.,,  il  suffit,  en  réalité, 
de  1  nombres  positifs  y(x),  d'après  le  théorème  de  Fermât  sur  les 
nombres  polygones,  perfectionné  par  Cauchy  et  Legendre,  et  les  ex- 

Journ.  de  Math.  (5"  série),  tome  II.  —   l'use.  IV,   1896.  I|) 
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tensions  que  nous  en  avons  données  (  ').  Mais  il  est  à  remarquer  que 

les  décompositions  obtenues  ici  sont  d'un  genre  spécial,  en  ce  sens  que 
les  6  valeurs  des  x,  entrant  dans  o(x),  sont  telles  que  les  3  sommes  2 
à  2  de  ces  G  quantités  formées  convenablement  sont  égales  à  un  même 
nombre  a;  en  sorte  que  nous  avons  résolu  ici,  en  réalité,  le  problème 
suivant (2)  : 

Trouver  6  râleurs  de  x,  telles  que 

ip(a?,  )  -  Z,(.r,  )  +  z(.r.s  )  —  ;,(./■.  )  -+-  f(xs)  -+-  <p(a?6) 

ne  diffère  <V un  nombre  donné  1»  au  moins  égal  à  nue  limite  déter- 
minée que  d'un  nombre  limité  d'unités  et  qu'on  ait  en  même  temps 

II.  —  Cas  où  <s(x)  est  de  degré  4  ou  5. 

La  métbode  précédente  s'étend,  à  l'aide  d'un  raisonnement  plus 
compliqué,  au  cas  où  o(.r)  est  du  quatrième  ou  du  cinquième  degré. 
On  peut  encore  supposer  a5  =  o.  De  plus,  le  plus  petit  dénominateur 
commun  aux  a,  étant  limité,  quand  quelques  uns  de  ceux-ci  sont  frac- 
tionnaires, il  suffit  d'établir  le  théorème  I  pour  le  cas  où  les  coeffi- 
cients a,  sont  entiers. 

Soit  donc 

ip|  ,/■  )  =  (/./•'  -t-  a ,./''  —  ci  _,.'•'  _  (/,./•-  +  (/,./■. 

avec  a,  a, </4  entiers  et  si  a  =  o,  o,>  o. 

Considérons 

i   ip(a  -t-œ)  -4-<p(a  —  a?)  =  2   <p(a)-+-  ^-y^  x2 -+-  r  ,\*   ./■'    . 

O)        où 

\  o'Sx'S.a  —  p         et         a>o; 

(')  Bull,  de  la  Soc.  math.,  loc.  cit. 

(-)  Des  remarques  analogues  s'appliquent  au  paragraphe  suivant. 
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l       ,     =  A,  =  îoaa  -+-  lia,  a-  -+-  5a2a.  -+-  as, 
(ai) 

f  -Vj —  =  B,  =  5aa  -+-a,. 

On  sait,  d'après  Catien}  i  '  ),  que  l'on  peut  toujours  trouver,  k  el  / 
étanl  impairs  et  donnés,  /.  g,  h.  <■  entiers,  positifs,  et  tels  que 

h  =  f-  +  ^  +  A!  +  e2,  l  =  f-+-g-\-h-)-e, 


v/3A-_3-l</<sl/(. 
ou,  a  fortiori,  si 

(22)  v/3l</<v/p". 

<  >u  en  conclut  sans  peine,  d'après  un  théorème  de  Liou ville  (*),  que 
l'on  peut  trouver  X  valeurs  a?,-,  avec  X  ;  48,  et  telles  que 

>.  y 

sous  les  mêmes  conditions  (22). 
Si  l'on  suppose  alors 

(•'.  1  6/<(a-[jL)-,         6*<(a  — f*)4, 

les  valeurs  x]  seront  <(a  —  ^)2  et  telles  que  ç(a  —  ./•,■  )  et<p(a  +  .*•/) 
soient  positifs.  Les  valeurs  .r,  donneront  chacune  lieu  à  une  iden- 
tité (20),  et  l'addition  membre  à  membre  de  ces  identités  montre  que 

(V,  ,       2X<p(a)  4-i2(A,J+B,ft)  =2.[î(«  +  ^-)  +  ?(«- *i)], 


(  '  )  Aoc.  «7. 

(-)  Voir  /?«//.  rfe   /«  Soc.  math.,    rStp.  foc.  c&.,   et  Le  Bksgue,   Exercice 
d'  inalyse  numérique.  Librairie  Leiber  et  Faraçuet,  Paris,  i85g,  p.  n3. 
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d'après!  21  ).  et  le  premier  membre  de  (24)  est  la  somme  de  2  A  nombres 

positifs  z  i  x  I  au  plus. 

On  peul  remarquer  que  la  seconde  dos  conditions  (a3  )  est  superflue 
d'après(22),  car  3A<  f-  donne 

bA< -ji—  ■ 


Alors,  pour  une  valeur  donnée  impaire  de  /satisfaisant  à  (23),  on 
aura  p  -l-  1  valeurs  impaires  de  k 

(25)  A,,     A-,  +  2,     A.  +  .'j,     ...,     k,  +  2p, 

satisfaisant  à  (22),  par  suite  à  (23),  si 


(26)  N3(A,  +  2f)</<N  ',/,,. 

et  tout  nombre  impair  A,  satisfera  à  ces  conditions,  pourvu  que 

(27)  p^>      \/^</<vTât7,      i>i5, 

car  ces  conditions  entraînent  la  condition  (26)  et  la  condition 


v/3(Ar1  +  2p)<N/^,<N  {A.-2. 

En  résumé,  /  étant  un  nombre  impair  satisfaisant  à  (23)  et  (27), 
et  A,  un  impair  satisfaisant  à  (  27),  si  Ton  prend  pour  p  un  entier  quel- 
conque satisfaisant  à  (27),  les  p  valeurs  (20)  sont  des  valeurs  impaires 
de  A*  satisfaisant  à  (22)  et  (23),  et  dont  chacune  donne  lieu  avec  /  à 
une  identité  t  2  \  ). 

Pour  une  autre  valeur  a'rlo  de  a,  on  aura  des  valeurs  /'.  A  ,  p',  k\, 
A',,  B,,  analogues  à  /.  A.  p,  A,,  A,,  B,,  avec  les  relations 

1  1 

(23  bis)  6/'<( >.  —  fx)2, 
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(  .',  bis)    2X9(a')  +  i2(A;/'  +  B'(^)  =  2).[?(a'  +  a;«)  +  T(a'-  x\  >li 
(27  ta?)  p'<^>        J\K<V<4W^         ''='5> 

les  p'  4-  1  valeurs  admissibles  de  A   étant 

(a5  bis  )  A',,     A',  +  2,     k\  +'1,     •  • .,     k\  +  2p'. 

(  lonsidérons  aldrs  l'expression 
(28)  M  =  A1/+H,A--»-A'l/'  +  iri/.  :', 

où  A  et  A'  prennent  les  valeurs  (2 .5)  et  (20  bis),  puis  posons 
k  =  A,  -+-  2O,         k'=k\  +  26', 


8  =  o,  1,  a,  . . . ,  p,  0'=  o,  1 ,  2,  . . . ,  p', 

,  P  =A1f+B1*1H-A'l/'4-B'1Ar'1, 

Q  =  B,  0  -+-  B'(  0'  =  (5aa  +  a,  )0  +  (5aa'  -+-  a,  )0'. 
M  =  P  +  2Q, 

d'après  (21)  et  (28). 

Si  0  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  oa  et  de  a,,  et  si  l'on 
pose 

(3o)  5a=a'o,  a,  =  a\o,  où  a,,  a,  premiers  entre  eux, 
(3i)  a'  —  a  =  2V         (v  =  ')' 

le  plus  grand  commun  diviseur  de  Jaa-t-a,  et  5aa'+a,  sera  0,  à 
condition  de  choisir  a  pair  si  a',  impair,  a  impair  si  a'(  pair,  et  Ton 
pourra  écrire 

Q  =  Q'S,         Q'=  (o'a  -t-  a',)8  +  (a'a'  +  a,  )0', 

où  a'a.  -\-  a\  et  a' a'-)-  a\  sont  premiers  entre  eux. 
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Alors,  par  un  raisonnement  analogue  à  celui  que  nous  avons  fait  à 
propos  do  la  formule  (10),  on  voit  qu'en  supposant 

a  a  -i-  a  j  >>  o,  p+i^  a  a'  +  a\ , 

ce  qui  entraîne,  d'après  (  3i),  a  a'  +  a't>o,  on  peut  toujours  déter- 
miner au  moins  une  valeur  entière  de  0  5p  et  une  de  0'5p',  telles  que 
Q'  soit  un  nombre  entier  arbitraire  satisfaisant  à 

p  (  a'  a  -h  o\  )  S  Q'  5  p'  (  a  a'  -+-  a\  ) . 

(  )n  peu!  donc  disposer  de  0  et  de  0'  de  façon  que  .AI  prenne  toutes  les 
valeurs  V  —  2§Q',  c'est-à-dire  que  M  prenne,  à  io  —  i  unités  près  au 
plus,  toutes  les  valeurs  entières  comprises  entre 

P  -+-  aSp(a'a  ■+■  a\)         et       P  +  28p'(a'a'-+-  a,), 

ou.  a  fortiori,  d'après  (27),  (27  bis)  et  (3o),  toutes  les  valeurs 
entières  comprises  entre 

(32)  P  +  TB'         et         ^(S1-2)3- 

à  condition  do  [)rendre 

—  >aa'-t-a.,  P-—  —  1,  P---1. 

12  _  '  '    _   12  '     —    12 

En  faisant  varier  /'  et  k\  sous  les  conditions  (23  bis)  et  (27  bis)  pour 
une  valeur  déterminée  de  a,  on  obtient  toute  une  série  d'intervalles 
analogues  à  (32);  nous  allons  voir  que,  pour  y.  assez  grand,  ces  inter- 
valles sont  contigus. 

En  effet,  faisons  croître  k\  de  deux  unités  :  il  pourra  se  faire  que  La 
même  valeur  /'  soit  admissible,  et,  quand  on  la  prend,  P  croît  de  2B't 
(en  supposant  a  assez  grand  pour  que  A,,  B(,  A',,  B'(  soient  positifs). 
Si  cette  même  valeur  de  V  n'est  pas  admissible,  on  pourra  prendre  en 
général  fsous  la  condition  (23  bis)  correspondante],  au  lieu  de  /',  la 
valeur  /'+  2,  car  on  avait  \  \k\  <  /',  et  l'on  a,  comme  on  voit  faci- 
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lemenl  . 


N/I(/t'+2)<N/l^  +  2, 

puisque  /     1 3  :  alors  1'  croîl  de  a(A'(  4-  B,  ). 

On  obtient  ainsi  un  nouvel  intervalle  comprenant  en  particulier  tous 
les  nombres  compris  entre 

P  +  2(  \>  B',)4-^B,         .-i         P  +  ($  -aW, 


,  6 
el  le  nouvel  intervalle  esl  contigu  au  premier  i\!-s  que 

(^-a)B'1>^B1  +  a(A',  +  B't). 

Cette  condition  sera  toujours  satisfaite  pour  a  assez  grand  si 
A  ,    sk  ,.  avec         s  —  i  fini, 

h  ,    y'2  r.         avec        -q  >o  et  rt  fini. 


(33) 


(  )u  voil  de  même  que  si,  laissant  A',  fixe,  el  faisant  croître  /  de  deux 
unités,  au  cas  où  cela  serait  possible,  le  nouvel  intervalle  (3->)  est 
contigu  au  premier  pour  a  assez  grand  quand  les  conditions  (33)  ont 
lieu. 

Dès  lors,  /  et  k,  étant  des  impairs  donnés,  et  choisissant  .y  =  2, 
A,>or+T1,  ce  qui  entraine  pour  a  assez  grand  la  condition  —  >aV+  a\, 
la  plus  petite  valeur  admissible  de  A',,  d'après  (33),  est  2 A,  -+-  i,  et  la 
plus  petite  valeur  admissible  de  V  est  5  il  -4-  1,  car  y/l&,  <  /  entraîne 

^(2/f,+  l)<2/+I. 

D'autre   part,   la   plus  forte   valeur  admissible   de    /'    est,  d'après 

(zSbis),  le  plus  grand  entier  impair  <  *  T^">  c'est-à-dire  qu'elle  esl 
telle  que 

(*'  —  V-)*  ,,  -.     (<*'— f*)2 


/'+2>VL'         o«         *'> 


6  -"  6 

la  plus  forte  valeur  correspondante  de  A',  admissible  est  telle  que 

W,>1\      o„      4;>|[<^_3]'. 

De   là  et  de  ce  qui  précède  on  conclut  que,  /  et  A',   étant  donnés 
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,i\cc  s  =  2  et  k,  5a2+T',  pour  une  valeur  donnée  de  a,  les  intervalles 
(32)  obtenus  en  faisant  varier  /'  et  k\,  pris  tous  ensemble,  renferment. 
pour  a  assez  grand,  tous  les  nombres  compris  entre 

|     AI  =  A,/+B,A-1  +  A',  (2/+.) +  13,  (>/,',  +  ")  +  ^B, 
;,,        el 

!   ^=Ali  +  B<*l-airi+A;[<^-a]+Jir1[^i!ï-a]'l 

d'après  (29),  en  sorte  que  M  pej\t  prendre,  à  2&  —  1  unités  près,  toutes 
les  valeurs  entières  comprises  .....is  l'intervalle  (34). 

Additionnant  membre  à  membre  (24)  et  (24  bis),  on  voit  que 
2  A  [9  (a)  +  ç  (a' )]  -+-  1 2  M  est  la  somme  de  4^  nombres  positifs  o(x), 
et  peut  prendre,  à  12(20  —  1)  -h  1  1  =  240  —  1  unités  près  au  plus, 
toute  valeur  entière  comprise  entre 

(35)     aX[ç(a)  +  <p(a')]  +  iaA,         et         aX[<p(a)  +  <p(a')]  -+-  iaA2. 

Alors,  choisissons  /5a2_\  où  Z  Uni  et  >o,  d'où  A-,  <f/s  )  y-'  ''■ 
d'après  (27),  et  remplaçons  dans  (34)  et  (35)  a'  par  sa  valeur  (3 1  )  ;  A, 
est  au  plus  égal  à  un  polynôme  de  degré  inférieur  à  5  (à  4.  si  a  =  o), 
et  A_,  est  au  moins  égal  à  un  polynôme  de  degré  5  (4,  si  a  =  o),  en  2. 
On  en  conclut  sans  peine,  par  un  raisonnement  déjà  employé,  que  les 
intervalles  (35)  obtenus  en  donnant  à  a  toutes  les  valeurs,  paires  ou 
impaires  suivant  les  cas,  sont  contigus  dès  que  a  est  supérieur  à  une 
certaine  limite  et  le  théorème  1  se  trouve  ainsi  établi  (sauf  en  ce  qui 
concerne  le  nombre  des  nombres  o  (x)  nécessaires  quand  a  =  o). 

On  voit  encore  que  le  nombre  des  décompositions  augmente  indéfi- 
niment avec  le  nombre  à  décomposer,  et  l'on  peut  même,  dans  des 
limites  très  étendues,  choisir  arbitrairement  /et  k,. 

Dans  le  cas  où  y(x)  est  du  quatrième  degré,  c'est-à-dire  quand 
a  =  o,  on  peut  encore  réduire  de  moitié  le  nombre  des  fonctions  tp(a?) 
nécessaires. 

On  pourrait  être  tenté  d'appliquer  la  même  méthode  au  cas  où 
o  (.r)  est  de  degré  S  3  ;  mais  alors  la  considération  des  intervalles  (32) 
deviendrait  illusoire. 
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Sur  le  développement  approché  de  la  Jonction  perturbatrice 
dans  le  cas  des  inégalités  d'ordre  élevé  ('); 

Par  M.   Maurice  HAMY. 


Dans  un  Mémoire  précédent  (2),  j'ai  montré  qu'en  supposant  petite 
l'inclinaison  relative  des  plans  des  orbites  de  deux  planètes  P,  P,,  le 
développement  trigonométrique  de  la  partie  principale  de  la  fonction 
perturbatrice,  effectué  par  rapport  aux  anomalies  moyennes,  se  ramène 
à  celui  de 

E  désignant  la  base  des  logarithmes  népériens;   i  le  symbole  J  —  i  ; 

Z  et  'C,  les  anomalies  moyennes  de  P,  P,  ;  u  et  a,  les  anomalies  excen- 
triques;/! E'")  une  fonction  réelle  entière  de  sin  u  et  cos  m;/,(E'".  ) 
une  fonction  réelle  entière  de  sin//,  eteosa,  ;  s  un  nombre  peu  élevé 

de  la  forme  -,  -,  -,  ...;  A  l'expression  du  carré  de  la  distance  des  pla 

nètes  dans  laquelle  ou  ne  tienl  pas  compte  de  l'inclinaison  des  orbites. 


(')  La  bibliographie  du  sujet  est  très  complètement  exposée  dans  la  Thèse 
de  M.  Coculesco  :  Sur  les  expressions  approchées  des  termes  d'ordre  élevé  dans 
le  développement  de  la  fonction  perturbatrice  {Journal  de  Mathématiques 
pures  et  appliquées,  t8g5). 

(  -  |  IIamv.  Sur  le  développement  approché  de  la  fonction  perturbatrice  <l<m, 
le  cas  <lcs  inégalités  d'ordre  élevé  (Journalde  Mathématiques  pures  et  appli- 
quées, 1894). 

Joum.  de  .Math,  (j-  série),  tome  II.  —  Fasc.  I\  ,  1896  5o 
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J'ai  donné  les  expressions  approchées  des  coefficients  de 

COS  t         y  y     x 

SI  II  x  "  / 

dans  le  développement  de  F„,  lorsque  m  el  m ,  sont  de  grands  nombres, 
sans  faire  d'hypothèse  sur  la  valeur  de  l'excentricité  de  la  planète  I' 

ni  sur  celle  du  rapport  — >  dans  le  cas  où  l'orbite  de  la  planète  P.  est 

circulaire  et  enveloppe,  sans  la  rencontrer,  l'orbite  elliptique  de  la 
planète  P. 

.le  me  propose,  dans  le  présent  Mémoire,  de  résoudre  le  problème 
inverse  :  c'est-à-dire  de  trouver  les  expressions  approchées  des  termes 
éloignés  du  développement  de  F(1,  lorsque  l'orbite  elliptique  de  la 
planète  P  enveloppe,  sans  la  rencontrer,  l'orbite  circulaire  de  la  pla- 
nète P,  ('). 

J'arrive  au  résultat  par  des  considérations  analogues  à  celles  qui 
m'ont  guidé  dans  mes  recherches  antérieures.  Je  renvoie  plus  d'une 
fois  le  lecteur  à  ces  recherches,  pour  éviter  des  redites,  notamment 
au  sujet  de  l'application  de  la  méthode  de  M.  Darboux,  relative  à 
l'approximation  des  fonctions  de  grands  nombres  (2)  et  au  sujet  de  la 
détermination  de  certaines  intégrales  analogues  à  celles  que  M.  Poin- 
caré  a  rencontrées  dans  ses  savantes  recherches  sur  le  développement 
approché  de  la  fonction  perturbatrice  (s). 

Je  termine  en  résumant  les  opérations  à  exécuter  dans  les  applica- 
tions numériques. 

Quelques  remarques  très  simples  concernant  l'intégrale 

l=ff(z)*»(z)dz, 
prise  le  long  d'un  contour  C,  le  long  duquel  les  fonctions  /' el  ç  sont 

(')  Voir  sur  ce  sujet  une  Noie  de  AI.  Ferkaud  (Comptes  rendus,  20  avril  1896). 
Voir  ;ius-i  11  mi y  (Comptes  rendus.  1  mai  1896). 

(2)  Darboi  \.  Mémoire  sur  l'approximation  des  fonctions  de  grands  nombres 
(Journal  des  Mathématiques  pures  et  appliquées,  1878). 

(3)  Les  Méthodes  nouvelles  de  la  Mécanique  céleste,  l.  I. 
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1 «,  el  où  «désigne  un  grand  nombre  positif,  faciliteronl  l'exposi- 
tion des  présentes  recherches* 

Désignons  par  :  l'affixe  du  poinl  de  contour  <  '.,  où  |  p<  .-  )|  prend  sa 
plu-  grande  valeur,  le  long  de  ce  roui, nie,  el  par  '_'  un.'  autre  valeur 

de  s  telle  que  |?<  :  )  Je  dis  que  le  produil  ~^\-,  où  y  dé- 

signe nu  nombre  fini  arbitraire,  tend  vers  zéro  lorsque  n  augmente 
indéfiniment. 

Il  sullii  évidemmenl  de  démontrer  la  proposition  en  supposanl 
y  positif  ri  entier. 

I  .'■  développement 

esl  t vergenl  puni-  le-   valeurs  de  t  donl   le  module  esl  inférieur  à 

-i  s  désigne  I  affixe  il' un  poinl  quelconque  pris  sur  le  contour  <  '.. 
(  )u  peul  donc  écrire 

•  ■i  la  série  écrite  dansle  second mbre  converge  pour  les  valeurs  de  / 

de  module  inférieur  a  .  •  ainsi  que  toutes  ses  dérivées  par  rapport 
a  /.  La  valeur  t  —  — —étant  intérieure  au  cercle  de  convergence,  le 

terme  général  de  la  dérivée  d'ordre  y  tend  vers  zéro  pour  /  =  — ~  ■ 
Le  produil 

"    n  —  i  ) .  .  .  (  n  —  g    .    i    I 

que  I  on  peul  écrire 

u'\ 

en  appelant  i  un  infiniment  petit  de  l'ordre  de  '-,  tend  dune  vers  zéro 
lorsque  «  croit  indéfiniment.  ,-,.   q.   F,    ,,. 

Corollaire.   Si  l'on  considère  la  somme 

S=(Atn^-hA2nP^...)o"(K)-i-l, 
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dans  laquelle  1rs  A  el  les  p  sont  des  quantités  fixes  en  nombre  fini,  on 
a  asj  mptotiquement 

S=(A,^.  +  A2n^  4-  ...)?"CO- 
Effectivement,  on  a 

S=(A1/>'',  +  A../^  +  ...)o"('Ol  '-+-Â— ; r— ï -ttttI 

1    v  '  \,  «''.  +  A.s«Pa-f-  .. .  tp"(£)J 

el  la  fraction  entre  crochets  tendant  manifestement  vers  zéro,  d'après 
ce  qui  précède,  on  peut  écrire 

S  =  (Atnp<  -+-  Aanp*  +  . .  .)(i  -h  e).       c.  q.    f.   d. 

^  oici  encore  une  remarque  qui  se  rattache  à  ce  qui  précède  : 
Si  l'on  considère  la  somme 

S  =  (A1n'.-+-A,#»'.  +  ...)<p"(Ç)-H  l!,"7'  +  B2n?>  +  ...  >?"(£), 

dans   laquelle  les  A,  les  p,  les  B,  les  q  sont  des  quantités  fixes  en 
nombre  fini,  on  a  asymptotiquement 

S  =  (A,n'.  +  A2/^4-...)¥"(0 


-  ?(OI>l?(S)l- 

Effectivement,  on  a 


La  fraction  entre  crochets  tendant  vers  zéro  lorsque  //  croît  indéfini- 

I  ©(?)  !  .     ■ 

ment,  puisque   ^j~  <<  i ,  on  peut  écrire 

S  =  (A,  np<  +  Aanp--  -+-  . .  .  i  s"<  Ç)(i-t-  e).       c.   q.   f.   d. 
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I. 

1.   Étant  donnée  une  I' :tion  réelle  F0(Ç,,Ç),  de  période  2-  par 

rapport  à  chacune  des  variables  '-',,  Ç,  <>u  peul  la  développer  sous  la 
forme  suivante,  en  appelant  l!;,  .  el  <  '.,,  v  des  coefficients  constants, 

F,(ïn  ?)=2JBWros(i'iUpï)+2ïCMSin^'Cl  +^'); 

pi  Pi       r 

l'un  des  entiers  p,,p  recevant  des  valeurs  imites  de  même  signe,  l'an  lie 
varianl  entre  — co  et  +qo. 

Si  l'on  remplace  les  lignes  trigonométriques  en  fonction  d  exponen- 
tielles imaginaires,  il  vient,  en  désignant  par  E  la  hase  des  logarithmes 
népériens  el  i  le  s\  tnbole  \  —  i . 

(0  f.(c,,o=22a»*e/(',?,+'*' 

les  entiers  /*.  /»,  prenant  maintenant  toutes  les  valeurs  entre   —  ce  el 
-t-  îc,  à  condition  de  poser 

B  iC    ,       2  \ 

11  /,:, ■.,."- =  2A-/.,  .,.. 

Si  donc  on  développe  F0(Çn  Ç)  sous  la  forme  (  i  l,  le  double  de  la 
partie  réelle  de  A,,,,,  donne  le  coefficient  l'y,,  el  le  double  du  coeffi- 
cient de  —  /dans  &       donne  le  coefficient  Cpi-p. 

lui  particulier,  pour  résoudre  le  problème  énoncé  dans  l'avant- 
propos  du  présent  travail  il  faut  calculer  A,„  ,„. 

Nous  supposerons  désormais  que  le  multiplicateur  m,  deÇ,,  dans 

os  (mX,  +■  m£),  est  positif,  ///  pouvant  être  positif  ou  négatif. 
,  n  \  i 

Dans  le  problème  qui  doit  nous  occuper  Z  et  £,  sont  les  anomalies 

moyennes  des  deux  planètes  P,  P,. 


cos 

-m 
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2.  Expression  de  V,„  ,„.  —  Appelons  a,  el  '-',  le  rayon  vecteur  et 
l'anomalie  de  la  planète  P,  qui  décrit  l'orbite  circulaire. 

I  désignons  par  /•  et  a  le  rayon  vecteur  el  le  demi  grand  axe  de  l'or- 
bite  de  la  planète  P  qui  décrit  l'orbite  elliptique;  pare  =  sin'|  son 
excentricité;  par£,  it,  w  son  anomalie  moyenne,  son  anomalie  excen- 
trique et  son  anomalie  vraie. 

Posons 
(2)  z  =  £'■",         i  =  E'\ 

L'équation  de  Kepler  donne 

^    ^  )    1  dt  sintl  4  , 

Les  formules  connues  du  mouvement  elliptique,  qui  expriment  l< 
rayon  vecteur  et  l'anomalie  vraie  en  fonction  de  l'anomalie  excen- 
trique <  '  l,  se  transforment,  d'autre  part,  en 

a  cos 
rE'"'= -[s—  tans" 


1 


col 


*)■ 


Ces  expressions  seront  bientôt  utilisées. 

Faisons 


(5)  ;;;;  =  o.   i-wv,   n*>*)=\%w^)=lrv.<i^). 


(6) 


l=^f      .l,:w/:: 
^  1.-1=1 


.' 1  Tisseraxd,    Mécanique  céleste,  t.  I.  p.  toi  et  io3. 
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le>  intégrales  étant  prises,  la   première  le  long  de   la  circonférence 
'         1 .   la  seconde  le  long  de  la  circonférence  \z\  =  i.  Je  dis  que  I  .1 
pour  valeur  la  quantité  .\,„  ,„  définie  plus  haut. 

En   effet,  si  l'on  introduit   1rs  notations  (2)  el  (  5)  dans  l'expres- 
sion (  1  )  de  F„(  £,,  Z  ).  on  ii 

(7)  ]:<'--:)=HAr,r^  <'-'"''    ''■'•'■ 

Pi        P 

I!  en  résulte 

'<*>  ■22*«£« ■-rô/  ■"■-■-';"■ 

p.    /•  '    ' 

I.  intégrale  étanl   nulle  tanl  que  /',     m,  el  étanl  égale  à  -j/t:  pour 
/',       /// ,.  cette  équation  se  réduit  à 

p 
ou,  en  remarquant  d'après  la  première  formule  (  5  )  que  <)>/t,  =  m. 


— m— I 


L'expression  (6)  de  I  peut  être  mise  sous  une  autre  forme  en  chan- 
geant de  variable  d'intégration  et  prenant  /  comme  variable  nou- 
velle. 

\n\  valeurs  réelles  de  '(  correspondent  pour  11  des  valeurs  réelles;  il 
en  résulte  (  2  )  que  \t\  =  i  lorsque  \z\  =  1.  De  plus,  l'anomalie  l  crois- 
sant de  2 ti  lorsque  l'anomalie  a  croît  de  2-,  la  variable  /  décrit  en 
entier,  et  une  seule  fois,  la  circonférence  |*|  =  i  lorsque  la  variable  : 
décrit  en  entier,  et  une  seule  fois,  la  circonférence  \z  |  =  1 . 

Le  nouveau  chemin  d'intégration  est  donc  la  circonférence  \t\=  r, 
et  Ton  peut  écrire 
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Remplaçant  3(z)   par  son   expression  (9)  dans  celte  équation, 
\  ienl 


i=2  a ,±f   <>■ 


li 
il—-  . 


L'intégrale  liant  nulle  tant  que  d< met  ayanl  pour  valeur  2 îtz  pour 

p  =  m,  on  a 

I  =  A„,r  „,,  C.   Q.    Y.  D. 

L'évaluation  de  A,„  „,  est  ainsi  ramenée  au  calcul  des  intégrales  1  6  1. 
\  oici  quelques  remarques  destinées  à  faciliter  celte  recherche. 

3.  L'expression  (9)  de  J(z),  dans   laquelle  /  et  —  doivent    être 

remplacés  par  leurs  valeurs  (3)  en  fonction  de  s,  esl   valable  lorsque 

les  anomalies  u  et  'Ç  sont  réelles,  c'est-à-dire,  d'après  (  2  1.  lorsque 
| s |  =  1.  (  )r.  d'après  les  formules  (  3),  le  produit 

dz 

est  une  fonction  uniforme  de  s,  puisque  p  et  m  sont  des  entiers.  L'ex- 
pression (9)  de  J(z)  montre  donc  que  cette  fonction  reprend  sa  valeui 
lorsque  la  variable  z,  après  avoir  décrit  en  entier  la  circonférence 
\z\  =  1,  revient  au  point  de  départ.  Pour  calculer  l'intégrale  1.  mise 
sous  la  forme  1  (">  ).  on  pourra  donc  déformer  arbitrairement  le  contour 
d'intégration  |  z\  =  1,  à  la  condition  d'éviter  de  rencontrer  les  singu- 
larités de  J(z). 

J(z)  esi  indépendant  de  la  détermination  adoptée  pour  le  facteur 
r-9  qui  entre  dans  les  formules  (  ï)  et  dans  l'expression  (7)  de  F  (a?,  z). 
(  )n  en  voit  la  raison  en  examinant  de  près  la  formule  (  8  )  où  le  facteur 
/  -''  se  trouve  élevé  à  la  puissance  m,.  Min  de  fixer  les  idées,  nous  pou- 
vons convenir  de  choisir  la  détermination  de  /~°  qui  a  pour  valeur  1 
lorsque  l'on  part,  dans  le  plan  de  la  variable  ~.  du  point  c  =  t. 

I  f  après  la  formule  (7),  le  développement  de  F(x,  z),  qui  est  valable 
pour    ;  '  ---  t  et     <  1,  ne  contient  quedes  puissances  entières  de  X. 

La  fonction  F|  x,  z  1  reprend  donc  sa  \aleur  lorsque.  ;  axant  une  va- 
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leur  de  module  égale  à  i,  le  point  ./:,  après  avoir  parcouru  en  entier 
la  circonférence  |  a;  |  =  i ,  revient  au  point  de  départ. 
Reportons-nous  maintenant  à  l'expression  (6)  de  J(s). 

F (  x  s) 

La  fonction  — 'm'+,   »  1UC  &OUS  aurons  à  considérer  pour  résoudre  le 

problème  posé  dans  l'avant-propos  du  présent  travail,  possède, 
connue  on  le  verra  bientôt,  en  tant  que  fonction  de  x,  des  points  sin- 
guliers dont  les  affixes  sont  des  fonctions  continues  de  -. 

Ces  points  sont  d'ailleurs  d'um'  nature  telle  que  si  la  variable  x 
tourne  de  2tc,  autour  de  l'un  quelconque  d'entre  eux,  l'argument  de 
la  fonction  varie  d'une  quantité  indépendante  de  ;. 

Cela  étant,  faisons  varier  ;  d'une  façon  continue  en  partant  d'une 

valeur  de  module  égal  à  i.  Les  points  singuliers  de — „,'+,  >  en  tant 

que  fonction  de  ./■.    vont  alors  se  déplacer  d'une  façon  continue. 

Admettons  que  l'on  évite  de  donner  à  s  les  valeurs  pour  lesquelles 
se  confondent  deux  de  ces  points  singuliers,  l'un  extérieur,  l'autre  in- 
térieur à  la  circonférence  |  x  |  =  i  lorsque  s  a  pour  module  l'unité.  Ces 
valeurs  sont,  comme  on  sait,  les  points  singuliers  de  la  fonction 
.1 1  s  m  '  ).  On  peut  alors,  à  tout  instant,  remplacer  la  circonférence 
|  x  |  =  i ,  le  long  de  laquelle  est  prise  l'intégrale  •!(;)  pour|s|  =  i, 
par  un  autre  contour  S  obtenu  eu  faisant  fuir  certaines  parties  de  la 
circonférence  './•'—  i  devant  les  points  singuliers  mobiles  de  la  fonc- 

F(  r    -■) 
lion      ,,,'^v  qui  seraient  sur  le  point  de  la  franchir.  Le  contour  S  ren- 
ferme ainsi,  à  tout  instant,  les  points  singuliers  de      m '  ~t    qui  étaient 

au  début  à  l'intérieur  de  la  circonférence  \x\  =  i,  et  aucun  de  ceux 
qui  se  trouvaient  à  l'extérieur  de  cette  circonférence.  La  variation  de 

F  (  x  s  ) 
l'argument  de  — m'^\  ,  lorsque  la  variable  x  décrit  en  entier,  et  une 

seule  fois  le  contour  mobile  S,  est  donc  un  multiple  de  it.  comme 
lorsque,  \z\  étant  égal  à  i,  la  variable  x  décrit  la  circonférence 
x\=\  en  entier  et  une  seule  fois.  Il  résulte  de  là  que  le  contour  S 


(')  Poincaiiê.  Les  nouvelles  méthodes  de  la  Mécanique  eclesie,  t.  I,  p.  282. 

Journ.  de  Math.  (5"  série),  tome  II.  —   Fasc.   IV,   1896.  3  1 
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peul  être  déformé  arbitrairement,  sans  être  astreint  à  avoir  un  point 
de  commun  avec  le  chemin  d'intégration  primitif  | x I  =  i ,  pourvu 
que  l'on  évite  de  faire  traverser  à  ce  contour  S  les  points   singuliers 


de 


F(x,z) 


Il  peut  se  produire,  lorsque  ;  varie  d'une  façon  continue,  la  circon- 
stance particulière  que  voici.   Considérons  deux  points  singuliers  de 

— -^-,  x  =  u.  et  x  =  v:  le  premier  extérieur,  le  second  intérieur  à  la 

circonférence  \x\  =  i  pour  |  js  |  =  i.  La  succession  des  valeurs  données 
à  -  peut  être  telle  que  le  point  v  tourne  d'un  angle  supérieur  à  2-, 
dans  son  mouvement  relatif  autour  du  point  ix;  le  contour  S  affecte 
alors  la  forme  indiquée  {fig.  1),  le  nombre  des  spires  de  l'enroulement 


du  contour  autour  du  point  <x  dépendant   du   nombre  de  fois  que  le 
point  v  a  tourné  autour  du  point  u. 

Dans  les  présentes  recherches,  cette  circonstance  ne  se  produira 
pas.  Nous  établirons  que,  pour  les  valeurs  de  s  qu'il  y  a  lieu  de  consi- 
dérer, le  mouvement  du  point  v  autour  du  point  a  est  tel  que  l'angle 
vu.0  ne  dépasse  pas  -  en  valeur  absolue,  O  étant  l'origine  des  coor- 
données. La  fonction  F(x,  z)  que  nous  rencontrerons  n'ayant,  en 
plus  de  l'origine,  qu'un  seul  point  singulier  x  =  v  intérieur  au  con- 
tour S  et,  à  l'extérieur,  qu'un  seul  point  singulier  x  =  a,  en  plus  de 
x=x>,  on  pourra  déformer  ce  contour,  comme  il  est  indiqué  // 'g .  2, 
de  telle  sorte  :  i°  que  tous  les  points  de  ce  chemin  soient  plus  éloignés 
de  l'origine  que  le  point  u,  sauf  dans  le  voisinage  de  ce  point  ;  20  que 
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le  segment  de  droite  ;x<  )  rencontre  le  contour  en  un  point  unique.  Un 


'•';;■  -■• 


contour  de  celle  nature  est  ce  que  j'ai  appelé  un  contour  de  premier* 
espèce  par  rapport  au  point  u.(  '). 


II. 

U  L'orbite  de  La  planète  P,  étant  circulaire,  le  périhélie  de  cette 
planète  est  indéterminé.  <  >n  peul  donc  supposer  que  le  périhélie  de  la 
planète  I',  et  celui  de  la  planète  I'  ont  même  longitude. 

En  se  reportant  aux  notations  du  n°  2,  le  cane  de  la  distance  des 
deux  planètes  a  ainsi  pour  valeur 

A  =  a]  -+-  r-  —  -±a{  /•(  cosÇ,  cosw  -+-  s i n I ,  sinw  ). 

/ .  w,  a  étant  supposés  exprimés  en  fonction  de  'Ç,  faisons,  en  nous  re 
portant  à  l'avant-propos  de  ce  Mémoire, 

ioU,,^;— ^ 

On  en  déduit,  d'après  les  formules  (5), 

(lo)  F^.)=[_gi/.E,,w/_e^+^+>2);_airEi.w<0]--L/)(H.)/(Z); 

i.  r.  w  étant  des  fonctions  de  z  définies  par  les  formules  (3)  et  |  (  ). 


(  '  i   IIamy.  /oc.  cit.,  p.  39.3  et  394. 
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Posons,  en  tenant  compte  de  ces  formules  : 
a      =  77  <  '  » 


COSJ 

r0a  =  -E'"'= 

1  /y .  as 


v      =  — ;  (A  =  — ;  — ; —  ! 


<T-L   I 


(") 


tan 

La  détermination  du  facteur 

qui  rentre  dans  ces  formules,  est  celle  qui  a  pour  valeur  i  lorsque  l'on 
part,  dans  le  plan  de  la  variable  z,  du  point  z  =  i  (n°  5).  La  fonction 
<p(  r  )  prend  donc  des  valeurs  réelles  et  positives  lorsque  j.  partant  du 
point  z  =  i,  parcourt  la  partie  positive  de  l'axe  des  abscisses.  Lorsque  r 
chemine  le  long  de  la  partie  négative  de  Taxe  des  abscisses,  <?(:  )  n'est 
plus  réelle,  en  général,  mais  son  argument  conserve  la  même  valeur 
quelle  que  soit  la  position  de  la  variable  sur  cette  partie  de  l'axe  «les 
abscisses. 

En  introduisant  les  notations  (i  i)  dans  l'expression  (io)  de  F(./\  :  t, 
cette  fonction  prend  la  forme 

(-)    F(^o=[_gîu.:;H,1-T)]^/.v^-)/(=), 

le  facteur  élevé  à  la  puissance  s  représentant  l'expression  de  — ,  où  A  est 

le  carré  de  la  distance  des  planètes. 

Pour  résoudre    le   problème    énoncé    dans   l'avant-propos    de    ce 
Mémoire,  nous  avons  donc,  comme  on  l'a  vu  au  n°  2,  à  calculer  la 
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quantité  1  définie  par 

S.   Points  singuliers  de  la  fonction  .!(-)•  —  L'orbite  de  la  pla- 
nète P,  étanl  intérieure  à  L'orbite  de  la  planète  1'.  le  rapport-^  esl 

inférieur  à  i  lorsque  \z\  =  i,  c'est-à-dire  lorsque  les  anomalies  Ç,  u.  w 
soui  réelles.  Il  en  résulte  m)  que  l'on  a,  puisque  le  module  de  t  (2) 
esl  alors  égal  à  1 . 

|u.|  >  1      et      |v|  <  1      pour     |r|  =  r. 

Cela  étant,  les  points  singuliers  de      „,\ ".  .  entant  que  fonction  de./-, 

sont,  pour  |r|  =  1  :  1"  les  points  ./•  =  u.  ei  x  =  x,  à  l'extérieur  de  h 
circonférence  \x\  =  1  ;  20  les  points  .r  =  v  et  x  =  o,  à  l'intérieur  de  la 
circonférence  |./;]  =  1 .  1 1  n'y  en  a  pas  d'autres,  puisque/,  (  t  '' a •>  est  un 

polynôme  eu  /   'as  el  —g—  ■ 

Les  points  singuliers  de  la  fonction  J(-)  sont  de  deux  sortes  : 
Celte  fonction  admet  :  i°  les  points  singuliers  des  fonctions  de  s  qui 
font  partie  de  F(x,  z)  (12)'  savoir  : 

Les  valeurs  de  ;  pour  lesquelles  v  =  o  ; 
Les  valeurs  de  ;  pour  lesquelles  u  =  se; 

Les  valeurs  de  z  pour  lesquelles  -  =  oc; 

Les  valeurs  de  z  pour  lesquelles  t~6  s'annule,  devient  infini,  ou  change 

de  détermination  dans  le  polynôme  /,  (r~°..e),  en  /  °./-  et  --,,--; 

Les  valeurs  de  z  pour  lesquelles  le  polynôme  /(-)  en  r  et  -  devient 
infini. 

On  voit  sans  peine,  en  partant  de  la  dernière  des  formules  (4)  et  des 
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formules  (i  i)  et  (i  i'),  qu'il  n'y  a  pas,  dans  cette  catégorie,  de  points 

singuliers  autres  que  z  =  o,  z  =s=  se. 

2°  La  fonction  J(s)  a  encore  comme  points  singuliers  les  valeurs  de  z 

pour  lesquelles  deux  points  singuliers  de  — m'+1  ,  en  tant  que  fonction 

de  x,  séparés  par  le  contour  d'intégration  lorsque  |z|  =  i,  se  ren- 
contrent. Ce  sont  donc  les  valeurs  de  r  pour  lesquelles 

(u.  =  o,  v  =  se,  u.  —  v  =  o. 

<  >n  a,  d'après  les  formules  (  i  i)  et  (4)  : 

-  tani 


^tir^-')]'. 


sur  -\z  —  COl 

u.  —  v  =  -=  (r2  —  à'.). 

L'équation  p.  =  o  est  vérifiée  par  ;  =  o  ou  ;  =  x  et  par  la  racine 
double  c  =  taner-- 

°  2 

L'équation  v  =  ce  est  vérifiée  par  :  =  o  ou  ;  =  x  et  par  la  racine 

double  z  =  cot-- 

L'équation  a  —  v  =  o  est  vérifiée  :  i°  par  les  valeurs  de  z  pour  les- 
quelles v  =  o.  savoir  :  =  o  ou  ;=x;  2"  par  les  solutions  de  l'équa- 
l  ion  /■'-'  —  a2  =  o.  On  a  (  \  ) 

I  r  —  a,  = ;    sin ty  (z  —  tang -  J  { z  —  cot -  J  -+-  iolz   ■ 

(i4)  , 

I  r-t-  a,  = "    sin'}  f.z  —  tang- J  Lz  —  cot- J  —  2a.z   ■ 

<  *n  voit  donc  que  l'équation  rs  —  o,  =  o  équivaut  à 

1  sin};2 — a(r  —  a)s  -4-  sintL  =  o,         pourr  =  an 

1  5  I      .     .     , 

I   sinyr-  —  2(  1  -t-  a.) z  -t-  sur}  =  o,  pourr=  —  a,. 


■!>■ 

En  résumé,  les  points  singuliers  de  la  fonction  J(.s)  sont  z  =  o, 
s  =  oo,  les  points  doubles  (z  -  tang^Y=o,  (z  —  cot^Y=o,  el  les 
racines  des  équations  (i5  ). 

Les  orbites  des  deux  planètes  P,  P,  ne  se  coupant  pas,  les  équa- 
tions (i5)  ont  leurs  racines  réelles  et  positives,  comme  on  s'en  rend 
compte  aisément  en  se  rappelant  que  siiv|  représente  l'excentricité  de 
la  planète  P.  Appelons  z,  la  plus  grande  racine  de  la  première  équa- 
tion (ij),  sa=  -  la  plus  petite;  z\  la  plusgrande  racine  de  la  seconde 
équation  (i5),  z'2=  ^  la  plus  petite.  Il  est  facile  de  vérifier  que  les 
racines  za  cl  c,  sont  conquises  entre  tang  -  et  cot^,  el  que  les  racines 
z'a   et   z\  comprennent    au    contraire  tang  £  et   cot^-  Ces  différentes 

■'*•  t?"  '*  '  **%&?*       0 


valeurs  de  ;  occupent  donc,  sur  l'axe  des  abscisses,  dans  le  plan  de  la 
variable  z,  la  position  indiquée^.  3, 0  étant  l'origine  des  coordonnées. 

6.  Les  formulés  (i  V),  auxquelles  nous  adjoindrons  la  valeur(/j)  'le/', 
peuvent  s'écrire,  en  niellant  en  évidence  les  racines  qui  viennent  d'être 
définies, 

a  sind/  ,  .   , 

r-a.  =  --inr(*-*.)(*-*,), 


-  —  tanar-i  )    z  —  coU 


Le  rapport-^  est  réel,  positif  et  inférieur  à  i  pour  les  valeurs  de  s 
dont  le  module  est  égal  à  \ ,  car  l'anomalie  excentrique  de  la  planète  P 
étant  alors  réelle  (2),  son  rayon  vecteur  est  réel  et  supérieur  à  a,  par 
hypothèse.  La  première  formule  (iG)  montre  que  ce  rapport  jouit  de  la 
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même  propriété  pour  toutes  les  valeurs  réelles  négatives  de  r  el  pour 
les  valeurs  réelles  positives  de  ;  comprises  entre  z,  et  z.>* 
On  tire  des  formules  (16) 


(a-i»gi)(,-coii) 

Il  en  résulte  que  le  rapport  — —  csl  réel  et  négatif  : 

i"  Pour  les  valeurs  réelles  de  s  comprises  entre  tang-  el  z2  : 

2"   Pour  celles  comprises  entre  s,  et  col  -• 

Le  rapport  — - — -  est  réel  et  positif  pour  les  valeurs  <le  s,  dont  le 

module  est  égal  à  i,  car  l'anomalie  excentrique  de  la  planète  P  étant 
alors  réelle  (2),  son  rayon  vecteur  est  réel  et  supérieur  à  a,  par  h\  po- 
lliese.  (  ]e  rapport  est  encore  réel  et  positif  pour  les  valeurs  réelles  de  ; 
inférieures  à  z2,  pour  les  valeurs  réelles  de  r  comprises  entre  z3  el  z\, 
pour  les  \aleurs  réelles  de  ;  supérieures  à  z\,  ainsi  qu'il  résulte  de 
l'expression,  tirée  des  formules  (16), 

r*-a]  _  (a-5;)(a-s,)(a-5,)(j-g',)  _ 

(«-ungjy^-cotiy 

Cela  étant,  considérons,  dans  le  plan  de  la  variable  z,  un  contour 
qui  ne  rencontre  la  partie  positive  de  l'axe  des  abscisses  qu'entre   les 

points  s,  et  s2.  Cherchons  comment  varie  l'argument  Q  de  — - — L> 

lorsque  la  variable  c  chemine  le  long  de  ce  contour. 

Soit  A  la  position  de  la  variable  sur  le  contour  (fig-  i)î  l'argument 

de  —  --'--■  qui  se  réduit  à  zéro  au  point  M.  a  pour  valeur 
Q  =  a/,  -+-  <m.,  -+-  co,  -+-  w\  —  2  co  —  20)'. 
Or,  on   a    les  relations  suivantes,  entre  les  angles  marqués  sur  la 
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figure  : 

(Oj  —  co  =  —  yj.', , 

CO.,  —   CO    =  Y],, 

M,  —  co'  =  —  yi , , 
co,  —  \x>'  =       yj' . 

lis-  S. 


On  trouvé,  en  faisan!  la  somme  de  ces  égalités 

û  =  —  Yja  -+-  ï]2  —  yj,  -+-  Y)', . 

L'angle  A  du  triangle  z2  A  s',,  qui  est  supérieure  yj'2  -+-  yj,  -+-  yj,  -+-  y]'. 
ne  pouvant  dépasser-,  on  a 


(';) 


II2|<u. 


La  démonstration  serait  analogue  si  le  point  A  était  pris  au-dessous 
de  l'axe  des  abscisses. 

(  lette  inégalité,  à  laquelle  nous  aurons  recours  plus  d'une  fois,  montre 

que  l'argument  de :i-L  varie  d'une  quantité  inférieure  à  -,  en  valeur 

absolue,  lorsque  la  variable  ;  suit  un  chemin  quelconque  assujetti  à  ne 
rencontrer  la  partie  positive  de  Taxe  des  abscisses  qu'entre  les  points  z, 
et  z2. 

Remarque.  —  L'intégrale  1  (  i3)  est  prise  le  long  de  la  circonfé- 
rence |a|  =  i.  Ce  contour  peut  être  déformé  arbitrairement  (n°  .">  ). 
pourvu  que  l'on  évite  de  lui  faire  traverser  les  points  singuliers  de  la 

Journ.  de  Math.  (  5«  série),  tome  II.  —  Fasc.  IV,  1896.  5'2 
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fonction  J(  :)■  <>u  peut,  en  particulier,  faire  subir  à  la  circonférence 
|-|  =  i  une  déformation  continue,  de  façon  à  l'amener  à  coïncider 
avec  un  chemin  fermé  quelconque,  ici  que  celui  qui  esl  représenté 
i  fig.  'i  ).  assujetti  à  rencontrer  la  partie  positive  de  l'axe  des  abscisses 
en  un  point  unique  M  compris  entre  les  points  z,,  z,  et  la  partir  néga- 
tive du  même  axe  en  un  point  arbitraire. 

7.  Position  relative  des  points  u.  et  v  dans  le  j)l<ui  de  la  variable  r. 
—  Nous  avons  trouvé  un  les  formules 

i  a] 

UL  =   ,  V  =    — ;  U.. 

ç(  S  )  /-  ' 

Supposons  :  i°  que  s  est  un  point  de  la  circonférence  \z\  =  i. 
"',  est  alors  une  quantité  réelle  positive  inférieure  à  i  (n°6);  on  a 
vu  d'ailleurs  que  le  point  v  est  intérieur  et  u.  extérieur  à  la  circonfé- 

li».   5. 


i  ence  \x  |  =  i  (n°  o).  Ces  points  sont  donc  en  ligne  droite  avec  l'ori- 
gine el  occupent,  par  rapport  à  l'origine  et  la  circonférence  |./|  =  i. 
une  position  telle  que  le  montre  la  fig.   ">. 
<  lonsidérons,  dans  ces  conditions,  le  facteur 


L-«ï(*— «0(*-»)J 


qui   entre   dans  la  fonction  F(a?,  z)  (12)  et  qui  représente,   lorsque 
\z\  —  1  et    .'|  =  t.  l'inverse  de  la  distance  des  planètes  PP,  élevée  à 

la  puissance  2s.  Remplaçons,  dans—,  x  par  Paffixe  d'un  point  quel- 
conque du  segment  ;j.v.  L'argument  de  x,  celui  de  x —  u.  et  celui  de 
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/•  —  v  conservant  la  même  valeur,  quelle  que  soil  la  position  du  point  x 
sur  ce  segment,  l'argument  de  -  est  lui-même  invariable,  lorsque  x 
suit  ce  chemin.  Il  en  résulte  que  -  a  une  valeur  réelle  et  positive, 

quelle  que  soit  la  position  du  pointa;  sur  le  segment  [xv,  puisque  -  jouil 

de  cette  propriété  au  point  particulier  N  situé  à  la  rencontre  de  la  cir- 
conférence   .'•    =  i  et  de  av. 

Supposons  :  2°  que  z  est  un  point  du  segment  z,za  de  l'axe  des 
abscisses  (  fig.  \  ).  -  (  )n  a  vu  (n°  I)  que  ç(  ;  )  est  alors  réel  et  positif 
•'i  que  j±  est  réel,  positif  ri  inférieur  à  i  (n°  6).  Les  points  a  et  v  oc- 


cupent donc,  dans  le  plan  de  la  variable  x,  la  position  indiquée!  AV.  Ci. 
sur  la  partie  positive  de  Taxe  <lrs  abscisses. 


même  arsu- 


Cela  étant,  on  voit,  comme  précédemment,  que  —s  a  I 
ment  pour  tout  point  a;  situé  sur  le  segment  av.  D'autre  part,  si  l'on 
fait  varier  z  dans  son  [dan.  surlesegmenl  z,z2  de  Taxe  des  abscisses 
(  fig.  i  ),  1rs  points  u.  cl  v  se  déplacent,  dans  le  plan  des  a;,  sur  l'axe  des 
abscisses  et  ne  se  rencontrent  pas  si  Ton  évite  de  donnera  z  les  valeurs 
z,  et  z2  (n°  5).  On  voit  donc  (pie  ^  conserve  le  même  argument, 
lorsque  le  point  x  se  déplace  sur  le  segment  p.v,  et  le  point  .-  sur  le 
segment  ztz2.  Or-  est  réel  et.  positif,  comme  on  Fa  vu  ci-dessus, 
lorsque  Ton  donne  à  ;  la  valeur  particulière  i,  qui  fait  partie  du 
segment  z,  z2  ;—  jouit   donc  de  cette  propriété,   quelle   (pie   soit    la 

position  du  point  3  sur  le  segment  zyz2  el  la  position  du  point  a;  sur  le 
segment  av. 

Supposons  :  3"  que  z,  parlant  d'un  point  de  la  circonférence 
\  z  |  =  1 ,  suive  un  chemin  quelconque  qui  ne  rencontre  la  partie  posi- 
tive tlt>  l'axe  des  abscisses  qu'entre  les  points  -,,  -,  (  fig,  \  ).  (  ),,  ;| 
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identiquement 


Il  on  résulte,  à  un  multiple  de  2-  près,  entre  les  arguments  de  deux 
membres, 


Figurons  |  fig.  7  ),  dans  le  plan  de  la  variable  x,  le  point  u.  el  l'i 
ine  des  coordonnées  O. 


La  demi-droite,  issue  du  point  v.  el  faisant  avec  l'axe  des  abscisses 
un  angle  égal  à  arg(—  a),  n'est  autre  que  ul().  11  faut  donc,  pour  ren- 
contrer le  point  v,  en  partant  du  poinl  u.,  partir  dans  une  direction  nlv 

telle  que  l'angle  vu.0  soit  égal  à  are : — L- 

— - — -  étant  réel  et  positif,  lorsque  s  est  un  point  de  la  circon- 
férence z  =  \  (  n"  6),  le  point  v  est  alors  situé  sur  u<  ).  comme  on  l'a 
déjà  vu  il  \  a  un  moment.  Or,  l'argument  de  —  7. — -  varie  d'une  quan- 
tité inférieure  à  -  en  valeur  absolue,  lorsque  z  suit  un  chemin  quel- 
conque qui  ne  rencontre  la  partie  positive  de  l'axe  des  abscisses  qu'entre 
les  points  z,  et  z»  (  n"  (>  )  :  l'angle  vu.(  )  est  donc  inférieur  à  -  en  valeur 
absolue. 

Ainsi  se  trouve  établi  un  résultat  dont  nous  avons  déjà  parlé'  au 
n°  5.  Il  en  résulte  que  l'on  peut,  pour  toute  valeur  de  3  située  le  long 
d'un  chemin  qui  ne  rencontre  la  partie  positive  de  l'axe  des  abscisses 
qu'entre  les  points  s,  et  s2,  prendre  l'intégrale  J(  z)  (i3)  le  long  d'un 
contour  de  première  espèce  par  rapport  au  point  a.  tracé  dans  le  plan 
de  la  variable  x,  connue  on  l'a  déjà  expliqué  à  la  lin  du  n°  «">. 

8.    tpplication  de  la  méthode  de  M.  Darboux  à  J(  z).  —  En  vertu 
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de  ce  i]iii  précède,  en  posant  (12) 


Vi.r.z.) 


a]  (je—  [i)(x 


^)]'s/'<H*)/(5) 


I  intégrale  suivante,  prise  le  long  d'un  contour  de  première  espèce,  par 
rapport  au  point  a,  parcouru  dans  le  sens  direct  pour  un  observateur 
placé  à  l'origine,  a  pour  valeur  .l(r)  : 

Jf»=-    fF(x,z)    '-. 

2*71  J  X  .,'",     ' 

La  considération  du  point  a?=p.  permet  donc  d'obtenir  une  ex- 
pression de  J(z)  en  appliquant  la  méthode  de  M.  Darboux  (').  Il 
faut,  à  cet  effet,  former  le  développement  de  la  fonction  F(.v,  :  1  dans 
le  voisinage  du  point  p.. 

Le  l'acteur  /,  < '/'>.,■  >  étant  un  polynôme  en  .<•  et  -,  ce  facteur  est 

liolomorphe  dans  le  voisinage  du  point  p.  et  l'on  peut  écrire 

(18)    /,(Ha?)=/(H{i.)|  1  -t-(  .  -f)  xfonct.holom.de|  1  -^)~|- 

Pour  développer  le  facteur 

1°  ~  [-«}(j;-|ij(.r—  v)  J   ' 

il  convient  de  poser 


el  de  développer-,  suivant  les  puissances  d-   '-.  On  a,  en  remplaçant 
«î  ^-7^  par  sa  valeur  r'-  —  a],  tirée  des  formules  (11): 


(19) 


1  t^K1-^). 


I  '  )  1 1  v >i v ,  /oc.  c('i.,  p.  394. 
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ou,  en  développant  et  remplaçant  \  par  i  —      • 

.  ii='-(^r'(-fr 

(■9)                      ,         (        v,              .                              f        ,.X1 
!  x    i  +  l  i )  x  fonction  holomorphe  de  (  i )   • 

resl  uni'  fonction  uniforme  de  ;  (  \  >  el  is  un  entier;  le  facteur  /•  -"  a 
donc  un  sens  parfaitemenl  défini  pour  toute  valeur  de  r.  Il  n'en  est  pas 

de  même  [tour  le  facteur  ( — '  1      qui  a  deux  déterminations.    \lin 

de  choisir  entre  ces  deux  déterminations,  donnons  à  x  une  valeur  x'  in- 
finiment voisine  de  a,  figurée,  dans  le  plan  de  la  variable  >r,  sur  la  droite 

qui  joint  le  point  u.  à  l'origine,  entre  t'es  deux  points,  i  —  —  a  une 
valeur  réelle  positive,  ainsi  que  l'une  des  déterminations  de  f  i  —  — )  • 
Convenons  d'adopter,  dans  le  développement  de  — >  la  détermination 

particulière  de  [  i ]    >  qui  est  réelle  et  positive  pour  .;•  =  ./■.  Il  est 

alors  aisé  de  bien  fixer  le  sens  du  facteur  (  — -^  \    ■ 

Supposons  d'abord  que  l'on  donne  à  r  uni'  valeur  de  module  égal 
à  i  ;  —  a  alors  une  valeur  réelle  positive  pour  c  =  x  (n°  7.  i°);  le 
crochet  qui  est  en  facteur  dans  le  second  membre  de  la  formule  (19) 
se  réduit  à  1.  puisque  1  —  —est  infiniment  petit;  (  1  —  '—)     est  réel 

et  positif  ainsi  que  r~2s  (n°  6).  Il  en  résulte  que  I — -j— -  )     est  réel  el 

positif.  La  détermination  Au  facteur  (  — - — -  j  >  qui  rentre  dans  le  dé- 
veloppe ment  ( 1 9),  est  donc  celle  dont  l'argument  est  nul  pour  ;  |  =  1 . 
Faisons  maintenant  varier  s  d'une  façon  continue,  en  parlant  d'une 
valeur  de  module  égal  à  r,  et  en  suivant  un  chemin  qui  ne  rencontre 
la  partie  positive  de  l'axe  des  abscisses  des  ;  qu'entre  les  points  s,, 

z2  i/ig'-  i).  L'argument  de  — — -  varie  alors  d'une  quantité  inférieure 

à  -  en  valeur  absolue  (  n"  (»  1.  On  voit  ainsi  que  la  détermination  de 
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qui  figure  dans  le  développement  (19),  esl  celle  dont  l'ar- 


gument s'obtient  en  multipliant  par  —  s  l'argument  de     ~    '  compris 
entre  —  -  et  -+-7:. 

On  tire  maintepanl  des  formules  (18)  et  (19)': 


x I1+I1 jx  fonction  holomorphe  di 


La  détermination  adoptée  pour  le  facteur  (  1  —  -  )      étant  relie  qui 

esl  positive  et  réelle  lorsque  a;  esl  l'affixe  d'un  point  du  segment  de 
droite  qui  joinl  le  point  u.  à  l'origine,  on  a,  d'après  la  méthode  de 
M.  Darboux  <  '  ), 

JW     '1;  /;,/>,/,,  .1 '■,,"')■ 

<    coefficient  de  ./•'".  dans  le  développement  de  (  1  —  -) 

-+-  un  terme  de  l'ordre  «le  -^—   • 

En  remplaçant  a  et  /"''a  par  leurs  valeurs  (<  i)el  posant,  après  avoir 
développé  la  factorielle  qui  l'ail   partie  du  coefficient  de  icm>,  dans  le 

développement  de  (x  —  |j    >  suivant  les  puissances  descendantes  de 


on  peul  écrire 

(21)  J(=)=-^Y(s)?"*'CO 


[:ll 


—  laig  -L 


(  '  )   IIamy,  foc.  <//.,  p.  396  et  097  (  remarque  II; 
-  )  ll.oiv,  (oc.  cit.,  p.  (402,  formule  (X). 
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R  étant   une  fonction  de  s  et  de  //>,,  qui  reste  Gnie  lorsque  ///,  croll 
indéfiniraenl . 

Cette  expression  de  J( s)  est  valable  pour  les  valeurs  de  s  situées  le 
long  d'un  chemin  quelconque  qui  ne  rencontre  la  partie  positive  de 
l'axe  des  abscisses  l  fig.  \  )  qu'entre  les  points  z,,  z...  Mais  il  convient 
de  remarquer  qu'elle  n'est  pas  applicable  pour  des  valeurs  de  z,  pour 

lesquelles  —  —  \  devient  infini,  car  on  ne  peut  plus  alors  développer, 
comme  nous  l'avons  l'ail,  l'expression  (19)  de  —  suivant  les  puissances 

de  \  =  1  —  —  ;  il  faut  y  joindre  les  valeurs  de  s  pour  lesquelles  a  =  t-. 

car  la  méthode  de  M.  Darboux  ne  peut  s'appliquer  qu'autant  que  le 
point  u.  reste  à  distance  finie. 

Le  rapport  -  (1 1)  est  égal  à  1  pour  les  valeurs  de  ;  qui  annulent  la 

différence  a\  —  r2,  c'est-à-dire  pour  les  racines  des  équations  (i5); 
u.  ne  devient  infini  que  pour  z  =  o  ou   s  =  ao;  \  devient  infini  pour 

u.  =  o,  c'est-à-dire  pour  ;  =  tang  -  et  pour  s  =  o  ou  z  =  x  <  nn  o  ). 

L'expression  (21)  de  .\(  z  )  est  donc  valable  pour  tous  les  points  d'un 
chemin  qui  ne  rencontre  la  partie  positive  de  l'axe  des  abscisses 
qu'entre  les  points.*,,  z.,  (fig-  i  >  et  quin'est  infiniment  voisin  d  aucun 
point  singulier  de  .1  (  z). 

On  peut  remarquer  que  la  fonction  RM'(  z)qui  est  finie,  le  long  d  un 
pareil  chemin,  d'après  la  méthode  de  M.  Darboux,  lorsque  m,  croit 
indéfiniment,  n'a  aucune  singularité  le  long  de  ce  chemin. 

C'est  ce  qui  résulte  de  la  formule  (21)  et  de  ce  que  i°la  fonc- 
tion M'i  s  1  n'a  pas  de  singularités  en  dehors  de  celles  de  J(  z);  20  de  ce 
que  &m'(z)  n'a  pas  de  singularités  en  dehors  de  celles  de  J(z),  et  de  ce 
que  l'équation  c/">(;r)=o  n'a  pas  de  racines  en  dehors  de  ;  =  o  ou 
z  =  x,  ainsi  qu'il  résulte  des  formules  (  11  >. 
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III. 

Étude  de  la  dérivée  de  la  fonction  t?(s). 
*.).   De  l'expression  (  i  i)  de  f(z),  on  déduit 

en  faisant 

(m)     V(z)=eSin<j,(z-tang*)!(s-cot*)-2*(*  4-tang*). 

çl  :  i  ne  pouvant  s'annuler  «  1 1 1  «  *  pour  s  =  o  ou  z  =  oo,  les  racines  de 
l'équation  o'(z)  =  o,  en  dehors  de  ;  =  o,  ;  =  oo,  s'obtiennent  en  con- 
sidérant l'équation  \  (z)  =  o. 

Étude  de  l'équation  \{z)=o.  —  L'équation  V(z)  =  o,  résolue 
par  rapport  à  0,  esl 

(23)  0 


Mil'..     , 

c  —  lang 


-col!) 
(,  -  tang^)(3-co4)(a3  +  Un6^)-J(.-  +  Uing^)[.— fg; 


on  en  tire 

,i.\  /  .i.\  /  ii,\        /  ii\  r  <l  ■ 

—  a    ;  —  cot- 


tang-  |  (  -  —  col 


d 


Le  numérateur  de  —,  du  troisième  degré  en  z,  a  ses  racines  réelles, 

ctz 
savoir:   z  =  z"  (  —  oo<z"<-  tang  J  J;  z  =  z'(  -  tang^  <  z'<  o 


z  =Wtang -<>"'<  cot-j- Nous  donnerons,  dans  un    instant,  les 

valeurs  de  z',  z",  s"  et  les  valeurs  correspondantes  0',  0 ",  0 "'  de  0. 

En  considérant  6  comme  l'ordonnée  d'une  courbe  dont  r  est  l'ab- 
scisse,  on  construit  immédiatement  le  lieu    représenté  par  l'équa- 
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lion  |  ■->.'>  i.  i'ii  remarquant  que  0  esl  maximum  pour  ;  =  :'.  minimum 
pour  s  =  z'  et  :=:"i  fig.  8). 

En  coupant  la  courbe  par  une  parallèle  à  l'axe  des  abscisses,  à  une 


distance  de  cet  axe  égale  à  la  valeur  de  0  qui  figure  dans  l'équa- 
tion V  =  o,  les  racines  de  cette  équation  sont  figurées  géométrique- 
ment par  les  abscisses  des  points  de  rencontre.  On  voit  que  r  esl 
racine  double  de  l'équation  ^  =  o  pour  0  =  0",  z'  racine  double  pour 
la  valeur  0  =  0'.  :■'"  racine  double  pour  la  valeur  0  =  0".  Or,  en  posant 


I   (  z)=  0snv}(  ;  - 
ou  a  l'identité 


cot 


!)■ 


eol 


tang- 

V(ï)  =  -       =     "U(S)- 

Le-  racines  «le  l'équation  V(s)=o  sont  donc  inverses  des  racines 
de  l'équation    U(z)  =  o,   étudiée  dans  un    Mémoire   précédent  ('). 


I  '  i  IIamy,  loc.  cit.,  Gliaji.  III,  p.   )if>. 


DÉVELOPPEMENT    APPROCHÉ    DE    LA    FONCTION    PERTURBATRICE.       '|<>7 

L'équation  U(z)  =  o  a  une  racine  double  égale  à 
—  col  -     pour     0  —  5  séc:l  , , 
une  racine  double  égale  à 


tang(3o°-    |j    pour     ô  =  —  gsécs(6o°—  t \ 


une  racine  double  égale  à 

tang(3o°-h|j     pour     6  =  —  g  séc*  (6o° 


11  en  résulte  que  les  coordonnées  des  points  A,  B,  C  de  la  fig.  S  sont, 
puisque  r|  est  inférieur  à  -\ 


z '  =  —  tans  '., 

■   (, 

8'  =  S«*4 


3o°  —  |  \ 


(O  ^éc3(6oo-|) 

c|*-=cot(3o-+*), 
J6-    .|séc3(6oo+|) 


<  >n  voit  que  l'on  a 


(25) 


z"<  -  i  <  -  tang^  <  z'  <  o  <  tang|  <  i  <  z'  < 

0"<0"<o<0'. 
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La  fig.  8  permet  de  se  rendre  facilement  compte  de  la  nature  des 
racines  de  l'équation  V(z)  =  o. 

i"  0  <  0'".  L'équation  V(z)=  o  a  trois  racines  réelles  :  une  racine 

comprise  entre  o  et  tang-;  une  racine  comprise  entre  tang|ei  s  : 
une  racine  comprise  entre  z'"  et  cot--  La  seconde  racine,  que  nous  dési- 
gnerons désormais  par  Z,  croit  de  tang  -  à  zw  lorsque  0  croit  de— ce  à  0  '". 
■2"  0  <<  0  •<  0 ".  L'équation  \ (z)  —  o  a  une  racine  réelle  positive 
comprise  entre  o  et  tang->  et  deux  racines  imaginaires.  On  voit,  sur 

la  figure,  que  là  racine  réelle  décroît  lorsque  8  augmente  ;  d'autre  pari, 
le  produit  des  racines  de  l'équation  ^  (z)=  o  ne  dépendant  pas  de  0. 
il  faut,  par  compensation,  que  le  module  des  racines  imaginaires  croisse 
lorsque  0  croît.  Nous  désignerons  ces  racines  imaginaires  par  Z,-etZ_,-. 
D'après  ce  qui  précède,  |  Z,  |  croit  de  z"  à  z"  |  lorsque  0  croit  de  0  à  0  . 
i"  0   •<  0  •<  o.   L'équation  A  (  ;)  =  o  a    trois   racines  réelles  :   une 

racine  positive  comprise  entre  o  et  tang-;  une  racine  négative  com- 
prise entre  —tang- et  z";  une  autre  racine  négative  comprise  entre 

r   et  —  x.  Celte  dernière  racine,  que  nous  désignerons  encore  par  Z, 
décroit  de  z"  à  —  ce  quand  0  croit  de  9"  à  zéro. 

4°  o  <  0  <<  0  .  L'équation  V(z)=  o  a  ses  racines  réelles  :  une  racine 

supérieure  à  cot-;  une  racine  négative  comprise  entre  zéro  et  ^  ;  une 

autre  racine  négative  comprise  entre  —  tang-  et  ;  . 

5°  0  <C!).   L'équation   \  (z)=o  a  une   racine  réelle  supérieure  à 

cot->  et  deux  racines  imaginaires. 

Remarque  relative  aux  cas  i°  et  2°.  —  En  supposant  '^</p°, 
c'est-à-dire  e  <C_  0,707,  ce  qui  a  lieu  dans  toutes  les  applications,  on  a 

|z"|<cot^. 

Il  en  résulte  que,  dans  les  cas  i°  et  20,  Z  ou  |  Z,-  j  est  compris  entre 
tang-  et  cot-- 
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10.  Résolution  de  l'équation  V(.s)=o.  —  La  résolution  de  l'équa- 
tion V(s)=  o  se  ramène  à  celle  de  l'équation 

v3  —  (i  —  2O  COS'^)p  +  20  =  0, 

en  posant 

c  —  i 
s  =  ——tans: 


.Y 


1"  0  <  0 '"  ou  8"<  0  <  o.  En  raisonnant,  comme  nous  l'avons  fait, 
dans  un  Mémoire  précédent,  pour  résoudre  l'équation  U(z)=  o,  lors- 
qu'elle a  ses  racines  réelles  ('),  on  trouve  que  la  racine  Z,  définie  au 
n°  9,  a  pour  valeur 

Z  =  tane-j 

'•11  [Misant 

o  <  X  <  9°°> 


V1 


.  il  COSil 


:  cos  I  6o°  —  ■; 

2°  0 " <C  0  <^  0".    Les   racines  imaginaires  Z,  el    Z_,  de  l'équation 
V(z)  =  o,  définies  au  n°  9,  sont  données  par  le  Tableau  de  formules 


tan  g?  =  VtangX) 

/i  —  aOcosi        I  / ; ^ T        ,     y 

v  =  —  t/ 5 —   -  - — F  ±  v  —  !  V  '  —  aOcos'i  col  2;, 

Z,= tang->        Z_,  =  la  conjuguée  de  Z,-. 

'       e  -t- 1        °  2  '  J    n 

Nous  supposons  le  signe  de  \  —  1  dans  v  choisi  de  façon  que  Z,  ait 
sa  parlie  imaginaire  positive. 

Nous  n'aurons  pas  à  résoudre  l'équation  V(z)=  o  lorsque  0  sera 
compris  entre  d'autres  limites  que  les  précédentes. 

(')  IIamy,  toc.  cit.,  p.  470. 
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IV. 

Étude  du  module  de  la  fonction  <?(s). 


Nous  avons  trouvé  (i  i) 


.[.*-*<■•-»] 


^„j,--(z  —  ta 

lui  posant 

;  =  RE'<", 
on  trouve 

W    I9(=)l=~-  -f-  ^[RE---"('--»]-'. 

cos2  -  R2  —  2  R  tana  -  coscu  4-  tangs  - 
2  a  a 

il.  Etude  de  |<p(-&)|  le  long  de  la  partie  positive  de  /'axe  des 

abscisses.  —  En  faisant  co  =  o  clans  l'équation  (26),  on  a 

cos2  -  I  R  —  tang-  I 
On  en  lire 

aR!(R-tang^ 

|T(*)|  rfR  VW' 

V(R)  étant  le  polynôme  (22)  où  II  est  mis  à  la  place  de  z. 

De  la  discussion  de  l'équation  V (s)  =  o,  faile  au  n°  9,  on  déduit  ce 
qui  suit  : 

i°  0<0'".  Pour  R  très  pelit,  -3=  |  y(z)  |  <  o,  V(o)  ayant  le  signe 

de  —  0;  |ç(-)|  décroît  donc  lorsque  R  part  de  zéro,  jusqu'à  ce  que 

R  atteigne  la  racine  de  V  =  o  inférieure  à  tang--  |  cp(r)  |  croit  ensuite, 

devient  infini  pour  R  =  tang->  décroit  jusqu'à  ce  que  I!  atteigne   la 

il, 
racine  Z  de  V  =  o,  comprise  entre  tang-  et  s'",  croît  ensuite  jusqu  à 

ce  que  R  atteigne  la  troisième  racine  de  Y  =  o,  puis  décroit  lorsque  lî 
croît  indéfiniment. 
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On  voit  que  lorsque  la  variable  s   parcourt   Taxe  des   abscisses, 
ri  z)    passe  par  un  minimum  pour  la  valeur  c  =  Z,  qui  est  racine  de 
tp  0)  =  o. 

•2"  0"<^0-<o.   |  <?(-)!  décroît   de   Il  =  o  à  la   racine   positive    de 

Y  =  o,  inférieure  à  tang-;  croît  de  cette  racine  à  11  =  tang-  et  dé- 
croît ensuite  lorsque  1!  croît  indéfiniment. 

1"  0  >  o.  -ttt  |<p(-z)  |  est  positif  pour  11  1res  petit;  |  ç(s)  |  croit  donc 
lorsque  R  part  de  zéro,  jusqu'à  ce  que  II  atteigne  la  valeur 
Il  =  tang-,  devient  infini  pour  11=  tang  -  ,  décroît  ensuite  jusqu  à  ce 
que  I!  atteigne  la  racine  de  V  =  o,  supérieure  à  col-,  puis  croît 
lorsque  II  dépasse  cette  racine. 

12.  Étude  de  |<p(-s)|  le  long  <!>•  lu  partie  négative  de  l'axe  des 
abscisses.  —  En  faisant  co  =  -  dans  l'équation  (26),  on  a 


i»Mi-     -r  tv[BB*<"»r- 

cos2-  I  R  +  tang-  1 
*     en  lire 

2Rs(R  +  tangï) 

I  *(--)!  TT--M-K)- 

1"  0  <  0".  V(  Il  )  =  o  n'a  pas  de  racines  négatives  (n°  9),  et  pour  11 
très  petit,  \  (—  R)  est  positif;  [ç(s)|  croît  donc  lorsque  R  croît,  c'est- 
à-dire  lorsque  la  variable  ;  partant  de  l'origine  va  à  —  x. 

2"  0"  <  G  <[  o.  |  9  (:)  |  va  en  croissant  lorsque  R  croît  de  zéro  jus- 
qu'à la  valeur  absolue  de  la  racine  de  V(V)  =  o  la  plus  voisine  de 
zéro,  décroit  ensuite  jusqu'à  ce  que  R  atteigne  la  valeur  absolue  —  Z 
de  la  racine  négative  deV(s),  la  plus  grande-en  valeur  absolue,  puis 
décroît  lorsque  II  croit  de  —  Z  à  -1-  ce. 

On  voil  que  |s>(s)|  passe  par  un  minimum  lorsque  la  variable  z,  en 
cheminant  sur  l'axe  des  abscisses,  rencontre  la  valeur  z  =  Z,  qui  esl 
racine  de  l'équation  ®'(z)  =  o. 

3°  o<0<6'.  Pour  II  très  petit,  V(— R)<  o.  Il  en  résulte  que 
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o(z)  j  décroît  j u s < j 1 1  à  ce  que  ;  atteigne  la  racine  négative  la  plus  voi- 
sine de  zéro  de  \(D.  croît  ensuite  jusqu'à  ce  que  z  atteigne  la  racine 

comprise   entre  z'    et   —  tang-,   puis   décroît   lorsque   ;  décroit. 

4°  f)  >•  V •   |  ?(-)  I  décroît  lorsque  s  décroil  de  zéro  à  —  x. 

15.  Etude  de  \o(z)\  le  long  d'une  circonférence,  décrite  de  l'ori- 
gine comme  centre,  avec  un  rayon  11.  —  On  tire  de  la  formule  (26) 

1       d  .(*) 


.    -         dm 

■'-  (  ii 

—  4  R2  tang-  —  Bsinij/  (R2  —  1)    R-—  aRtang-cosw  +  tangs  - 

=  sin  co ? 1 2 -il . 

2R  (R2  —  2R  tang-cosu  -+-  tang2- ) 


— r- — -  a  le  signe  de 

1  N  =  -  sin  to  f^RHang^  +  Ôsin<l(,R2  -  1) 

(27)      <  ,' 

/  x  (R2  —  2Rtang-cosw  -4-  tang2  M    • 

Supposons  d'abord  8  <  o  : 

1"  R<  i.  N  a  le  signe  de  —  sinco.  Il  en  résulte  que,  lorsque  ;  décrit 
la  circonférence  II,  |  (p(z)  passe  par  un  maximum  absolu  pour  co  =  o 
et  par  un  minimum  absolu  pour  co  =  t.. 

1°  R  >>  1 .  On  tire  de  l'équation  (27  ) 

N 

j =  —  sinco(cosco  •+-  P), 

—  6sini}»2R  tang-(R2  —  1) 

en  posant 

R                     R2-htang2^ 
p  _  2R 6   2 

"  —  Qsin<]/(R2  —  1)  _,  6 

2R  tang- 
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\  a  le  signe  de 

—  sincu  |  coso)  4-  I'  ), 
pour  0  <o  el  I!  >  1 .  Or,  dans  cette  hypothèse 


S  tang^  l;     i       l;  'ui,,:  (R'       ,  ,    |  i;        tang'2 

•  ii-,,,,:  (R1-  r)!lang^  11- 


<o; 


r  décroîl  donc  alors  de  -+-  x  à  —  x,  lorsque  II  croît  de  i  à  -+-  x. 

Appelons  li,  la  valeur  de  I!  pour  laquelle  I'  =  i  el  R2  la  valeur  de  I! 
pour  laquelle  P  =      i  ;  on  a  R,  <  R2. 

Si  lî  •<  lî,,  I'  esl  supérieur  à  i  ;  l'équation  cosoj  +P  =  o  n'a  pas 
de  racines  réelles  el  \  a  le  signe  de  siiif.j.  Il  en  résulte  < j m- ,  lorsque  : 
décril  la  circonférence  lî.  p(s)  devient  maximum  absolu  pour  w  =  o, 
minimum  pour  to  =  -. 

Si  R,  <  R<[  R2,  l(  esl  compris  entre  i  el  —  i  el  l'équation 
cosci)  +  P  =  o  a  une  racine  co,,  comprise  entre  o  et  tu,  el  une  racine 
2T.  —  a>n  comprise  entre  ir  el  2-.  <  >n  en  déduil  que,  lorsque  -  décril 
la  circonférence  lî.  ?(•*)  devient  maximum  pour  w  =  o  et  m  =  -  et 
minimum  puni-  <■>  =  w,  el  co  =  2-  —  eu,. 

Si  R2<R,  P  esl  inférieur  à  —1  cl  cosco  +  Pesl  essentiellement 
négatif.  \  a  donc  le  signe  de  sinco.  lien  résulte  que,  lorsque  s  décrit 
l,i  circonférence  lî.  p(s)  devient  maximum  absolu  pour  co  =  ir,  mini- 
mum pour  ">  =  i>. 

Supposons,  en  second  lieu,  0  >  o. 

En  considéranl  seulemenl  le  cas  où  lî  >  1 .  le  crochel  qui  fait  partie 
île  \  1  27  i  esl  essentiellement  positif,  donc  N  a  le  signe  de  —  sinw. 

Il  en  résulte  que,  lorsque  ;  chemine  le  long  de  la  circonférence  H, 
|ç(s)    devienl  maximum  pour  to  =  o,  minimum  pour  w  =  it. 

14.  Lorsque  0  <  o,  P  croîl  de  -ià+i  quand  lî  décroîl  de  IL  à 
lî,  <n"  13),  IL  el  lî,  vérifiant  les  inégalités  R2>R(]>i.  il  en  ré- 
sulte <juc  l'équation  cosûT-i-P  — o  définit,  en  coordonnées  polaires, 
une  courbe  fermée  S,  symétrique  par  rapport  à  l'axe  polaire,  dont  le 
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rayon  vecteur  décroît  de  R,  à  R,  lorsque  (■>  croit  de  o  à  r.  (  /?g\  9)  ou 
décroît  de  o  à  —  —  . 


Fig.  9. 


Variation  de  ocn  le  long  de  la  courbe  2.  —  Lorsque  la  va- 
riable ;  =  RE""  chemine  le  Ions  de  la  courbe  2,  - — v— -  est  identi- 
quement  nulle,  puisque  cette  dérivée  contient  cosw-t-P  en  facteur 
1  n°  !.">  ).  Cela  étant,  si  la  dérivée  - — "'  s'annule  en  un  point  (  li.  co  i 
de  £,  l'imaginaire  ;  =  RE™  est  racine  de  l'équation  f'(z)  =  o,  puisque 

les  deux  dérivées      V      et      ti.      sont  alors  simultanément  nulles  \  '  1. 
<h>  on 

Réciproquement,  si   s  =  RE'™  est   racine    de    l'équation  <p'(s)  =  o, 
les  équations       \        =  o,     '  \,  ,      =  o  admettent  la  solution  II,  to.  Si 

*  (/(D  Bit 

to  est   différent  de  zéro  ou  de  tî,  c'est-à-dire  si  la  racine  r  est  imagi- 
naire,      r,        n'étant  nulle  qu'autant  nue  cosoj  -+-  P  est  nul  (n°  15), 

la  racine  ;  de  9  (")  =  o  se  trouve  alors  sur  la  courbe  1. 

Cela  posé,  il  est  facile  de  voir  comment  \y(z)  varie  le  long  de  la 
courbe  S. 

Distinguons  plusieurs  cas. 

1"  0  <  0".   L'équation  <p'(z)  =  o  n'a  alors,  à  dislance  finie,  que  des 

racines  réelles  dont  aucune  n'est  négative  (n°  9)'.      '  ''['     ne  pouvant 
changer  de  signe  sans  passer  par  zéro,  comme  on  s'en  assure  en  dif- 


(  ')  I1am\,  loc.  cit.,  p.  -i"i-  ii'1  5. 
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férentianl  la  formule  (26),  cette  dérivée,  dis-je,  aie  même  signe  tout  le 
long  de  la  courbe  S.  Or  '  _~|;~  esl  positive  le  long  de  la  partie 
négative  de  l'axe  îles  abscisses  (n°  l'2).  en  particuber  au  point  1!. 
- — '  "     a  clone  une  valeur  positive  tout  le  long  de  la  courbe  I. 

En  observant  que  -  esl  nulle  le  long  de  la  courbe  £,  on  a,  en 

faisant  suivre  à  la  variable  3  :  l!K""  le  chemin  V<il!  ou  le  chemin 
AG'B, 


,n\ 


d'où  il  résulte 


-     =)     <o. 


puisque  B.  va  en  décroissant . 

Vinsi    s(s)    décroît  constamment  quand  z  suit  le  chemin   \<il!  ou 
le  chemin  A<  il!. 

2°  0'"<  8  <  0".   L'équation  p  (z)  =  o  n'a,  en  dehors  de  la  circonfé- 
rence   r    =1,  < [ m ■  deux  racines  imaginaires  conjuguées  Z,- et  Z_,,  à 
'listan.e  finie  (n°  9).  Ces  racine,  se  trouvent  nécessairement,  comme 
on  l'a  remarqué  plus  haut,  sur  la  courbe  S,  en  Z,  el  en  Z_  .  '  '  r 
est  nulle  en  Z,- et  Z  ,et  différente  de  zéro  en  tout  autre  point  de  I.  Or 

',,'."'    est  positive  toul  le  long    de  la  partie   négative  de   l'axe  des 
abscisses  I  n°  12  I,  en  particulier  au  point  B;  '    |^  '-  esl  donc  positive 

toul  le  long  de  l'arc  Z,  HZ   ■  de  la  courbe  I.    I  >e  même  '  ^  ^      ' étant 

négative  au  point  A  <  n°  I  1  1,  esl  négative  toul  le  long  de  l'arc  Z,AZ  ,. 

D'après  la  formule  (28  |,  lorsque  la  variables  parcourt  Tare  AGB, 
?(s)  croît  le  long  de  A  Z( :  et  décroît  le  long  de  l'arc  Z,GB.  De  mène' 
-r(  3  |   croit  le  long  de  l'arc  AZ_4  et  décroît  le  long  «le  l'arc  Z_,G'B. 

')"  o>0>0".   L'équation  a'(z)  =  o  n'a,  à  distance  finie,  que  des 


racines  réelles,  dont  aucune  n'est   supérieure  à  1  (n°  9). 
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serve  donc  le  même  signe  tout  le  long  de  la  courbe  S.  Or  J|;~  '  esl 
négative  le  long  de  la  partie  positive  de  l'axe  îles  abscisses  pour 
l!>  tang^  in"  Il  ),  en  particulier  au  point  A.  ^  est  donc  néga- 
tive tout  le  long  île  la  courbe  S. 

On  vuil  ainsi  que.  lorsque  la  variable  ;  parcourt  l'axe  A<  il!  ou  1  axe 
AG'B,    ci,-)    croît  d'après  la  formule  (28). 

ld.  Le  contour  D  lorsque  G  <  o.  —  Les  considérations  précédentes 
permettent  de  construire  un  contour  fermé  1>  contenant  l'origine  el 
passant  soit  par  la  racine  Z  île  l'équation  9  (z)  =  o,  si  cette  équation. 
,1  toutes  ses  racines  réelles,  soit  par  les  racines  Z,  et  Z_,  de  1  équation 
c(T)  =  o.  si  cette  équation  a  des  racines  imaginaires,  un  contour, 
dis-je.  le  longduquel  ç(-)|  est  maximum  absolu,  soit  pour  ;  =  Z,  soil 
pour  r  =  Z,  el  t  =  Z_,-. 

1"  0<(T.    L'équation  <p' (z)  =  o  a  alors  ses  racines  réelles  (n°  9)  el 

la  racine  Z  est  comprise  entre  tang  -  el  col  (  3o°  -+-  g)- 

Décrivons  de  l'origine  comme  centre  une  circonférence  passant  par 
le  point  Z.  |<p(s)|  passe  par  un  minimum  lorsque  la  variable  s  décri- 
vant l'axe  des  abscisses  passe  par  le  point  r  =  Z  (n°  11,  i°).  Il  en 
résulte,  puisque  :'iZi=n.  que  [<p(s)|passe  par  un  maximum  lorsque 
la  variable  z  décrivant  la  circonférence,  qui  est  normale  à  l'axe  îles 
abscisses,  passe  par  le  point  Z(').  Cela  étant,  il  y  a  deux  cas  à  con- 
sidérer. 

Si  cos  <■>   -  P  ne  s'annule  pas  le  long  de  la  circonférence,  ce  qui 

Fig.   10. 


arrive  en   particulier  si  Z<i.  |<p(s)|  esl  nécessairement  maximum 


1  1    IIamy.  loc.  'il.,  p.  (Jo.'i,  n"  5. 
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absolu  sur  la  circonférence  au  poinl  Z(n°I5).   Cette  circonférence 
i  fîg.  m  i  constitue  ainsi  le  contour  cherché  I  >. 

Si  coso)  -i-  l'  s'annule,  le  long  de  la  circonférence,  aux  points  lv,  Iv ', 
relie  ei rcon férence  rencontre  aux  |Hiinis  1\.  I\  la  courbe  2  dont  il  a 
été  question  au  n"  I  i.  Or|<p(.s)|  va  en  décroissanl  le  long  des 
.ires  ZK,  ZK    de  la  circonférence  (n°  13),  et  en  décroissant  le  long 

n..  ii. 


îles  aies  K.GB,  K/G  I!  de  la  courbe  I  (n°  14,  i°).  Le  chemin 
ZK.GBG  K/Z,  marqué  sur  la  fîg .  i  i  en  traits  gras,  constitue  donc  le 
contour  cherché  I  >. 

Remarque.  Lorsque  la  variable  parcourt  le  contour  I)  dans  le 
sens  des  arguments  croissants,  elle  passe  au  point  Z  dans  une  direc- 
tion formant  un  angle  égal  à  -  avec  la  partie  positive  de  l'axe  des 
abscisses. 

2°  0"<0<0'.  —  L'équation  y'(z)  -<>  a  alors  deux  racines  ima- 
ginaires Z,  et  Z  ,.  de  module  supérieur  à  i.  qui  se  trouvent  sur  la 
courbe  I  (  n°  14).  I  >'autre  part  |  ç(s)|  est  maximum  absolu  le  long  de 
cette  courbe  pour  s  =  Z,  et  :  =  Z _,-.  Nous  pourrions  donc  adopter  la 
courbe  I  pour  le.  contour  D  ;  mais  il  j  aurait  dans  ce  choix  un  incon- 
vénient, résultant  de  ce  que  la  direction  de  la  tangente  à  la  courbe  S, 
aux  points  Z,  et  Z_,-,  ne  s'obtienl  pas  immédiatement,  nue  fois  les 
racines  Z,  ci  X  ,  connues  |  '  ).  Aussi  convient-il  de  modifier  comme  il 
suit  le  chemin  S. 

<  lonsidérons  la  circonférence  décrite  de  l'origine  coin centre  avec 

(  '  )  11  est  nécessaire  de  connaître  la  direction  «le  la  tangente  au  contour  D, 
en  chacun  de  ces  points,  pour  fixer  le  sens  de  certains  radicaux. 


4  I  8  MAURICE     HAMY. 


le  rayon  OZ,.  cosoj  +  P  s'annule  le  long  de  cette  circonférence  pour 
;  =  Z,  et  pour  3  =  Z_,,  puisque  ces  points  appartiennent  à  X.  Il  en  ré- 
sulte que  |  o(  -  )  devient  minimum  lorsque  la  variable  r,  décrivant  la 
circonférence,  passe  par  les  points  Z,  et  Z_,-  (n°  15,  2°). 


Z  et  Z_,  étanl  <k's  racines  de  <p'(z),  |<p(s)  |  passe  par  un  maximum 
lorsque  la  variable  r.  cheminant  le  long  ilu  rayon  OZ,- ou  du  rayon 
OZ_,-,  qui  sont  normaux  à  la  circonférence,  passe  par  le  point  Z  ou 
Z  ,■(')• 

Cela  étant,  prenons  sur  le  rayon  OZ,  des  points  II  et  K,  à  une  dis- 
tance Unie  du  point  Z,  d'ailleurs  aussi  petite  que  l'on  veut  ;  décrivons, 
de  l'origine  comme  centre,  les  ares  de  cercle  HG,  KL  limités  à  la 
rouihc  I.  Je  dis  que  1 3>(.s)  ]  décroît  le  long  du  chemin  Z,HGB  et  le 
long  du  chemin  Z,KL  A. 

Effectivement,  pi  ;  I  passant  par  un  maximum  au  point  Z,,  le  long 
de  11  Iv.  a  (z)  I  décroît  le  long  de  Z,  11,  11  étant  pris  suffisamment  près 
de  Z,.  D'autre  part,  cos  o>  -+-  P  étant  nul  au  point  Ci,  le  long  de  la 
circonférence  <le  rayon  OH,  |  <p(z)|,  va  en  diminuant  le  long  de  l'arc  H  G 
de  cette  circonférence  (n°  13,  2").  Enfin  |<p(z)|  diminue  le  long  de 
l'arc  GB  de  la  courbe  2  (n°  14,  20  ). 

De  même,  en  prenant  Iv  suffisammenl  prés  de  Z,,  |  çp (s)  |  décroît  le 
long  de  Z,K.  D'autre  part,  coso>+  1*  étant  nul  au  point  L,  le  long 
de  la  circonférence  de  rayon  Olv,  \z.{  s)|  va  en  diminuant  le  long  de 
l'arc  KL  de  cette  circonférence  <  n"  13,  20  ).  Enfin  !  ?(-s)|  diminue  le 
long  de  l'arc  LA  de  la  courbe  £  (n°  14,  2"). 


Hamy,  loc.  cit.,  p.  -'i"i-  ""  ■"->• 
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<  )n  verrait  de  même  que  [e  Long  du  chemin  l!<  ■  H'  Z_,K'L'A,  |  ç(s)  | 
passe  par  un  maximum  pour  z=Z_,-.  Ainsi,  nous  pouvons  prendre,  pour 
le  contour  cherché  I).  le  chemin  marqué  en  Liai ls  gras  sur  la  fîg.  12. 

Remarques.  —  Soil  12  l'argument  de  X,.  Lorsque  la  variable  z  par- 
court le  contour  I  '  dans  le  sens  des  arguments  croissants,  elle  passe  au 
point  X,  dans  une  direction  formant  un  angle  égal  à  -  -+-  12,  à  un  mul- 
tiple près  de  2û,  avec  la  direction  des  abscisses  positives.  La  direction 
du  chemin  suivi  au  point  X_,  forme,  avec  la  direction  des  abscisses  po- 
sitives, un  angle  égal  à  —  12. 

Le  contour  I)  rencontre  la  partie  positive  de  l'axe  des  abscisses  à 
une  dislance  de  l'origine  supérieure  à  1 . 

i"   o  >  0  >•  0".  —  L'équation  ç'(z)  =  O  a  alors  ses  racines  réelles  : 

la  racine  X  est  négative  et  supérieure,  en  valeur  absolue,  à 
col(3o° —  I)  >  quantité  plus  grande  que  1. 

Décrivons  de  l'origine  connue  centre  une  circonférence  passant  par 

le  point  X.  I  <p(s)  I  passe  par  un  minimum  lorsque  la  variable  s,  décri- 
vant l'axe  des  abscisses,  passe  par  le  point  X  (  n"  l'J,  •.>"  i.  Il  en  résulte, 
comme  précédemment,  que  p(  .-  )]  passe  par  un  maximum,  lorsque  la 
variable  z,  décrivant  la  circonférence,  passe  par  le  point  X.  Cela  étant, 
il  y  a  deux  cas  à  considérer. 

Si  eus  co  -t-  1*  ne  s'annule  pas  le  long  de  la  circonférence,    ^  : 
nécessairement  maximum  absolu  au  point  X  le  long  de  la  circonférence 

i3. 


(n°  13,  20).  Cette  circonférence  (fîg-  i3)  constitue  donc  le  contour 
cherché  D. 

Si  cosa>-i-P  s'annule  le  long'  de  la  circonférence  aux  points 
Iv.  K  (  fig.  i'i),  cette  circonférence  rencontre  aux  points  K,  K.' 
la  courbe  S  du  n"  14.  Or  |^(-)|  décroît  le  long  des  arcs  XK,  X  Iv  de 


j2Q 
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la  circonférence  (n°  15)  et  décroît  le  long  des  arcs  K.A,  K  \  de  la 
courbe  Z  (n°  L4,  3°).  Le  chemin  marqué  en  traits  gras  sur  la  fi g.  1  i 
constitue  donc  le  contour  cherché  I  ). 


Remarques.  —  Lorsque  la  variable  ;  parcourt  le  contour  1)  dans  le 
sens  des  arguments  croissants,  elle  passe  au  point  Z  dans  unedirection 

formant  un  angle  égal  à  —  avec  la  partie  positive  de  l'axe  des 
abscisses. 

Le  contour  1)  rencontre  la  partie  positive  de  l'axe  des  abscisses  à 
une  distance  de  l'origine  supérieure  à  i. 

1<».  Le  contour  I»  lorsque  0>o.  —  Nous  désignerons  alors  par  l> 
une  circonférence  décrite,  de  l'origine  comme  centre,  avec  un  rayon 

arbitraire  compris  entre  cot  -  et  la  racine  s,  >  i  de  la  première  équa- 
tion (i5)(n°  V>):  la  différence  entre  ce  rayon  et  les  limites  qui  le 
comprennent  est,  d'ailleurs,  supposée  finie. 

( 'n  a  vu  que,  le  long  d'un  pareil  chemin,  |<p(.s)|est  maximum 
absolu  au  point  où  ee  chemin  rencontre  la  partie  positive  de  l'axe  des 
abscisses  (  n"  L">  ). 


Changement  du  contour  d'intégration  de  l'intégrale  I. 


17.   Le  contour  1),  qui  vient  d'être  défini,  va  non-  servir  pour  le 
calcul  de  l'intégrale  1.  Dans  certains  cas,  ce  sera  ce  contour  lui-même 
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qui  nous  permettra  d'évaluer  l'intégrale;  dans  d'autres  cas,  il  faudra 
le  déformer  comme  nous  allons  tout  d'abord  l'expliquer. 

Supposons,  en  premier  lieu,  que  le  poinl  où  le  contour  1)  rencontre 
la  partie  positive  de  l'axe  des  abscisses  soil  plus  rapproché  de  l'ori- 
gine que  li'  point  singulier  z3  de  J  (z)  <  ce  cas  se  présente  seulement 
lorsque  0  <  0  et  Z  <  z.,  ).  Il  l'aui  alors  déformer  ce  contour  de  façon 
qu'il  renferme  le  poinl  z2,  si  l'on  veut  qu'il  soil  équivalent  à  la  circon- 
férence \s\  =  i  pour  l'intégrale  I  (n°  G,  remarque). 

Du  point  s,,  comme  centre,  décrivons  une  demi-circonférence  3  M  y', 
avec  un  rayon  trèspetit.  Menons,  à  l'axe  des  abscisses,  les  parallèles 
S' 8",  y' y",  limitées  au  cou  (oui-  I  ).  Ce  contour,  modifié  cou  une  l'indique 
la  fig.  i  .">.  est  équivalent,  pour  l'intégrale  I.  à  la  circonférence]  s|  =  i. 


\  V"      Y     Y' 


'"/ 


s        r^ 


• 


//"' 


Nous  prendrons  sur  les  droites  3'B",  y' y"  des  points  3,  y  symétriques 
par  rapporl  à  l'axe  des  abscisses  et  à  dislance  finie  du  point  s2,  niais 
assez  rapprochés  de  ce  point  pour  qu'un  développement  que  nous  ren- 
contrerons plus  loin,  qui  converge  dans  le  domaine  de  z,,  soil  valable 
jusqu'en  3,  y. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  le  poinl  où  le  contour  I)  rencontre 
la  partie  positive  de  l'axe  «les  abscisses  soit  plus  éloigné  de  l'origine 
que  le  poinl  singulier  s,  de  J(-s).  Il  faut  alors  déformer  ce  contour, 
de  façon  que  le  point  z,  n'y  pénètre  pas,  si  l'on  veut  qu'il  soil  équiva- 
lenl  à  la  circonférence  \z\  =  i  pour  l'intégrale  I  (n°  (>). 

Du  point  z,  connue  centre,  décrivons  une  demi-circonférence  S'My', 
avec  un  rayon  très  petit.  Menons  à  l'axe  des  abscisses  les  parallèles 
3'3",  y'y",  limitées  à  la  circonférence  D.  Ce  contour,  modifié  comme 
l'indique  la  fig.  iG,  est  équivalent  pour  l'intégrale  I  à  la  circonférence 
|z|  =  i.  Nous  prendrons  sur  les  droites  3'3",  y'y"  des  points  (3,  y,  sy- 
métriques par  rapporl  à   l'axe    des   abscisses  et    à  distance  finie  du 
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point  :,,  mais  assez  rapprochés  de  ce  point  pour  qu'un  développement 
que  nous  rencontrerons  plus  loin,  qui  converge  dans  le  domaine  de 
z,,  soii  valable  jusqu'en  3.  7. 


Ces  points  ô,  7  seront  d'ailleurs  assujettis  à  la  condition  que  leur 
projection  Q,  sur  l'axe  des  abscisses,  se  trouve  à  une  distance  de  l'ori- 

gine  inférieure  a  cot  -• 

>fous  désignerons  dorénavant  par  l>  le  contour  3  3  M-'-;  et  par 
D  le  reste  du  contour  (fig.  i5  et  16).  Nous  appellerons  l' la  partie 
de  l'intégrale  1  prise  le  long'  de  D',  et  I"  la  seconde  partie  de  1  prise 
le  long  de  D". 

Nous  démontrerons  plus  loin  que  I',  dans  le  cas  de  la  fig.  \  >,  est 
égale  au  produit  d'une  quantité  finie  par  m]4 '~V".(  s2)  et  que,  dans  le 
cas  de  la  fi*.  16,  1  est  égale  au  produit  d'une  quantité  finie  par 
/>/;'  "s  ?"■(«,  ). 

18.  Pour  évaluer  l'intégrale  I  lorsque  le  chemin  1)  est  équivalent 
,1  la  circonférence  |  z  \  =  1  ou  la  partie  I"  de  celle  intégrale  prise  le 
long  de  D",  dans  les  cas  des  fig.  t5  et  i(i,  on  peut  remplacer  sous  le 

le  signe  /  la  fonction  J(  3  I  par  son  expression  (21)  pour  des  motifs  qui 

ont  été  exposés  à  la  fin  du  n"  S.  On  est  ainsi  conduit  à  considérer  1  in- 


(29) 


£/vW(I+iy.w* 


Toutefois,  s'il  arrive,  dans  le  cas  de  la  fig.  16,  que  le  contour  D  ren- 
contre la  partie  positive  de  l'axe  des  abscisses  à  une  dislance  de  l'origine 
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supérieure  à  col  -('),   les  parallèles  yy",  [rlS"  sont  voisines  du  point 

singulier  ;  =  cot-  de  J(-)  et  peut-être  aussi  du  point  z  =  z'..  Il  con- 
vient alors,  pour  pouvoir  employer  l'expression  (21)  de  J(s),  tout  le 
loue,-  du  chemin  D",  il  convient,  dis-je,  de  dilater  $$"  et  yy",  dans  le 

voisinage  des  points  ;  =  cot^  et  :  =  z\,  de  façon  que  ces  singularités 

de  J (z)  soient  à  distance  finie  du  chemin  d'intégration.  Les  déforma- 
tions de  Vj  ri  yy"  peuvent  d'ailleurs  être  construites  assez  petites 
pour  que  J  <p(z)  j  soit  inférieur  à  j  (p(s,)  j,  le  long  de  ces  déformations, 

puisque  1 9  (cot  *)|  <  |?(*,)l  et  |?CO|<|?(s,)|  O0  **,  2°).  On 
voit  donc  que  s'il  existe  sur  le  contour  I  •  (  fig.  16),  avant  la  déforma- 
tion de  yy  ,  ,33  .  un  pointsoù  |ç(s)|  est  supérieur  à  [ o(z, ) |,  ce  point 
jouira  de  la  même  propriété  après  la  déformation  de  ces  parallèles;  si 
|©(s)|  est  inférieure  |<p(s,)|  tout  le  long  de  D"  avant  la  déformation 
des  droites  yy",  3V,  il  en  sera  encore  de  même  après  leur  déforma- 
tion. C'est  là  ee  i|u  il  importe  de  savoir,  et  nous  n'aurons  plus  à  revenir 
sur  ces  déformations  de  yy",  33  qui  ne  jouent  aucun  rôle  dans  le  pro- 
blème qui  nous  occupe. 

li).  Les  considérations  qui  précèdent  permettent  de  trouver  la  va- 
leur de  I  dans  les  différents  cas  qui  peuvent  se  présenter. 

Supposons  d'abord  0  •<  0'"  : 

1"  Z <[ z2.  Le  contour  D  doit  être  déformé  comme  il  est  indiqué 
(  fig.  1  >),  pour  être  équivalent  à  la  circonférence  |z|  =  1.  Or|ç(s)  est 
in  Ici  leur  à  t?(~2)|  tout  le  long  de  la  partie  D"du  contour  de  la  fig.  i5 
m"-  15  et  11).  L'intégrale  (29)  prise  le  long  de  D"  étant  égale  à  I", 

on  a  asymptotiquement,  p ■  les  motifs  qui  ont  été   donnés  dans 

1  avant-propos  du  présent  Mémoire,  el  d'après  ce  que  nous  avons  dit 
à  la  fin  du  n°  17.  on  a 

1  =  1  . 

2°  r,  >  Z  >  t2.  Le  contour  D  est  équivalent  pour  l'intégrale  I  à  la 
circonférence  \z\  =  \,  et  l'intégrale  (29)  prise  le  long  de  D  est  égale 

(')  D'après  la  définition  du  contourD  (n°3loetl6)  et  la  discussion  de  l'équa- 
tion V(z)  =0  (n°  9),  cette  hypothèse  n'est  possible  que  si  0"'<  0  <  o. 
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à  I.  Les  fonctions  W(  '  :)  lu — -  j  et  <p(z)  sont  holomorphes  le  long 

du  chemin  d'intégration  (n°  8);  d'autre  part,  lorsque  la  variable  décrit 
ce  contour  |  o(z)  |  devient  maximum  absolu  pour  la  valeur  ;  =  Z  qui 
csl  racine  de  <p'(s).  L'évaluation  approchée  de  l'intégrale  I  s'obtienl 
donc  parla  considération  de  ce  point  Z(')  et  l'on  peut  écrire 


(3o)  I=|rV/.-^T(Z)9-.(Z)(i  +  e)> 

le  produit  ni^i  restanl  fini  lorsque  m ,  croît  indéfiniment. 

La  direction  de  la  tangente  au  contour  au  point  Z  faisant  l'angle  - 
avec  la  direction   positive  de  l'axe  des  abscisses,  la  partie  imaginaire 

du  radical  t  '  '  est  positive. 

3°Z>r,.  Le  contour  D  doit  être  déformé,  connue  il  est  indiqué 
(ftg-  16),  pour  <-'tie  équivalent  à  la  circonférence  \z\  =  i.  Or  ]  ï(z)  \ 
est  inférieure  |ç(a,)|  tout  le  long  de  la  partie  D"  du  contour  de  la 
ftg.  16  (nos  Li  et  11).  L'intégrale  (29)  prise  le  long  de  D"  étant 
égale  à  [",  on  a  asymptotiquement,  pour  les  mêmes  raisons  que  plus 
haut, 

1=1. 

Supposons  en  second  lieu  G"'<[  0  <C  0"- 

1"  Si  le  point  où  le  contour  D  de  la  fig.  12  rencontre  la  partie  po- 
sitive de  Taxe  des  abscisses  est  plus  rapproché  de  L'origine  que  le 
point  s,,  ce  contour  est  équivalent  à  la  circonférence  \s  =  1  et  l'inté- 
grale (  29  ),  prise  le  long  de  ce  chemin  D,  est  égale  à  I.  Le  long  de  ce 
contour  |o(=)|  devient  maximum  absolu  pour  z  =  Zt  et  :  =  Z_t. 
L'évaluation  approchée  de  1  s'obtient  donc  par  la  considération  de  ces 
points  (  '  )  et  bon  a 

le  produit  m,i  restant  fini  lorsque  m,  croil  indéfiniment. 
!  '  1  II  v  m  y  .   loc.  cit.,  p.   5o3. 
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En  appelant  12  l'argument  de  Z((o<[(2<[~)  la  direction  de  la  tan- 
gente au  contour  au  point  Z,  est  12  -+-  -,  par  rapport  à  la  direction  po- 
sitive de  l'axe  des  abscisses;  la  direction  de  la  tangente  au  contour  au 
point  /  ,  est  2-  —  12  t  n"  15,  remarques  );  il  n'j  a  donc  qu'à  appli- 
quera règle  donnée  dans  un  Mémoire  précédent!  '  (pour  avoir  le  sens 


radicaux\A~|@et\/- 


2?(Z_,) 


?"(Z_,-) 

I  )ans  ce  cas,  on  a  nécessairement  |<p(s,)  |  <  |o(Z,)|  (nos  la  cl  II). 

•'"  Si  le  point  où  le  contour  1)  de  la  fig.  12  rencontre  la  partie 
positive  de  l'axe  des  abscisses  est  plus  éloigné  de  l'origine  que  le 
point  :, ,  il  faut  déformer  ce  contour,  connue  il  est  indiqué  (  fig.  i(l  ), 
pour  qu'il  de\  ienne  équivalent  à  la  circonférence  r  1 .  I  l'intégrale  I 
peul  alors  se  décomposer  en  deux  parties  I    ci  l  (n°  17). 

L'intégrale  1  s'évalue  connue  dans  le  cas  précédent  ei  sa  valeur  est 
donnée  par  la  formule  (3i).  L'intégrale  I  contient,  comme  nous 
l'avons  ilit  au  n°  17,  m~*  2©"'>(.3,)en  facteur.  D'après  les  remarques 
laites  dans  l'avant-propos  du  présent  Mémoire,  si  |  ç*(Z,  )  >  J  cp(  s,  )  j, 
la  valeur  asymptotique  de  l  est  donnée  par  I",  c'est-à-dire  par  la  for- 
mule (3  j  )  ;  si,  au  ci  n  lira  ire,  |o(Z,-)  |  <[  cp(  s,  )  I,  I  est  la  valeur  asym- 
ptotique de  I. 

(  lonsidérons  en  troisième  lieu  le  cas  où  G"<  0  <[  o. 

1  "  Si  le  point  A  où  le  contour  1  )  (  fig.  1  !  ou  1  '1  )  rencontre  la  partie 
positive  de  l'axe  des  abscisses  est  plus  près  de  l'origine  que  le  point  s,, 
ce  contour  est  équivalent  à  la  circonférence  ;  =  1  et  l'intégrale  (29), 
prise  le  long  de  I  >.  est  égale  à  I.  Le  long  de  ce  chemin  o(  s)  de\  ienl 
maximum  absolu  pour  s  =  Z.  L'évaluation  approchée  de  I  s'obtient 
donc  par  la  considération  de  ce  point  et  l'on  a 

(32)  I  =  =£  y/-  ^  V(Z)?-.(Z)(i  +  s), 

le  produit  m ti  restant  Uni  lorsque  ms  croit  indéfiniment. 

La  direction  de  la  tangente  au  contour  au  point  Z.  menée  dans  le 

sens  de  l'intégration,  fait  l'angle  —  avec  la  direction  positive  de  l'axe 
(')  IIamy,  loc.  cit.,  [1.  404. 
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des  abscisses;  la  partie  imaginaire  du  radical  1/ j-est  donc  négative. 

Dans  ce  cas,  on  a  nécessairement  |  cp(j(  )  |  <[  j  cp(Z)  j  (nos  lo  et  11  ). 

20  Si  le  contour D  (Jig.  i3  ou  i4)  rencontre  la  partie  positive  de 
l'axe  des  abscisses  en  un  point  A  plus  éloigné  de  l'origine  que  le  point  z, . 
il  faut  déformerce  contour  comme  il  est  indiqué  (fig.  16),  pour  qu'il 
devienne  équivalent  à  la  circonférence  \z\  =  i.  L'intégrale  I  peut  alors 
se  décomposer  en  deux  parties  I  el  I"(n"  17  ). 

L'intégrale  I"  s'évalue  comme  dans  le  cas  précédent,  et  sa  valeur 
est  donnée  par  la  formule  (3a).  L'intégrale  I  contient  m\s~imm'{  -,  )  en 
facteur  comme  nous  l'avons  dit  au  n"  17.  Si  donc  |  <p(Z)|<  |<p(.st)|, 
la  valeur  asymptotique  de  I  est  donnée  pari",  c'est-à-dire  par  la  for- 
mule (32);  si  |ç(Z)K|ç(s,)|,  on  a  asymptotiquement  1  =  1'. 

Considérons  en  quatrième  lieu  le  cas  où  0  ;>  o. 

Le  contour  D  du  n"  1(>  doit  être  déformé  comme  il  est  indiqué 
I  fig.  1 6),  pour  être  équivalent  à  la  circonférence  |r[  =  i.  [ç(z)|  esl 
inférieur  à  |<p(z,  )|  tout  le  long  de  la  partie  D"  du  contour  ainsi  modifié 
(nos  16  et  1  1);  on  a  donc  asymptotiquement  I  =  [',  d'après  ce  qui  a 
été  dit  au  n"  17  et  dans  l'avant-propos  du  présent  Mémoire. 

Il  reste,  pour  avoir  la  valeur  de  I  dans  tous  les  cas  possibles,  à  déter- 
miner la  valeur  de  l'intégrale  I'  qui  a  été  définie  au  n"  17.  C'est  de 
cette  détermination  que  nous  allons  maintenant  nous  occuper,  en  nous 
plaçant  dans  le  cas  de  \&fig.  16,  pour  fixer  les  idées.  Un  simple  chan- 
gement d'indice,  dans  le  résultat  obtenu,  sera  ensuite  suffisant  pour 
obtenir  la  valeur  de  I'.  dans  le  cas  de  la  fig  i  ">. 


VI. 

'20.   Il  faut  tout  d'abord  mettre  la  fonction  F(a?,z)  (12)  sous  une 
forme  particulière.  Posons 

(33)  af«  =  ÏT7T 

el  considérons  l'expression  du  carré  de  la  distance  des  planètes  qui  peul 

s'écrire,  d'après  les  formules  (11), 
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A  csl  une  fonction  holomorphe  de  x  ./•,  et  de  z  —  s,  dans  un  certain 
domaine.  Celle  fonction  a  deux  racines  égales  à  z,  pour  ./■  =  .#.-,, 
puisque  r2  est  égal  à  a\  pour  s  =  z{  (n°  5). 

Il  résulte  de  là  que,  pour»  voisin  de  a?, ,  A  a  deux  racines  &,  a"  voi- 
sines de  z,  el  (jue  l'on  peut  poser  identiquement  (  '  ) 

Dans  cette  expression,  le  polynôme  (s  —  a')  (z  —  a")  a  pour  coeffi- 
cients des  fonctions  holomorphes  de  x —  x, .  La  fonction  t-, — 

1  H(s— z»x—  «,) 

est  d'ailleurs  holomorphe  en  ;  —  ;,,  .<■ —  ./•,,  dans  un  certain  domaine, 
el  ne  s'annule  pas  pour  a?  =  a?n  z  =  zt.  11  en  résulte  que  H(z — znx— xt) 
ne  s'annule  pas  pour  x  =  a?,,  z  =  z,,  el  est  elle-même  holomorphe  en 
z  —  z,,  x  —  ./.,,  dans  un  certain  domaine. 

Il  est  facile  de  calculer  ces  racines  a'  el  u"  par  des  moyens 
analogues  à  ceux  que  j'ai  employés  pages  l\ '!<)  el  m<>  de  mon  Mé- 
moire déjà  cité. 

La  racine  n'  de  l'équation  x  =  ,77— r>  développée  suivant  les  puissances 

de 1  esl 

'■, 

?(-g|)  ^  —  -fi 


(36)  *  =  •  =  *,_ 


?'(-l)  •»! 


La  racine  a"  de  l'équation  a;  =  — f  -7— tj  développée  suivant  les  puis- 
sances de -j  est 


(37) 


?'(~i)      a*i 


»(*i) 


(')  Poincaré,  Les  méthodes  nouvelles  de  la  Mécanique  céleste,  t.  I,  p.  3i6 
et  317.  —  Picard,  Traité  d' Analyse,  t.  II.  p.  24i- 
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De  ces  expressions  on  déduit 
A  = 

'  A 


?'  -j-  1" I  T 1 <?(-S|)~l  x  —  .r, 

2  "'        1  I  sini!/  j;  —  1         ç'(Ji)        ?'(««)!        ''1 

L   »        -A  9(*i)  J 

(^HU^.^.  ■:    I    ?)" 


Des  formules  (34),  (35),  (38)  on  tire,  d'autre  part, 

D'après  les  formules  (35),  (38  >.  l'expression  de  F(.r.  s)  peut  s'écrire 

«'<-.»>=[5îç=3n^]s/.<H«>/M. 

ou,  en  posant 

lW(z-z„x-xt)  =  [ïl(z-z„x-x,)Y£:ft(l-*x)f(z), 

(4°) 

AM(*-«ttg-*,) 
V    '        —       [(3_/,)ï_A-]J 

la  fonction  a  '  étanl  holomorphe  en  x  —  x,,  z  —  z,  dans  un  certain 
domaine  el  ne  s'annulant  pas  pour  x  =  x,,  z  =  z,.  On  a  d'ailleurs, 
d'après  les  formules  (i  i  )  et  (  3g), 

[cos2^,  — tang^)   1 
(4.)        XW(o,o)  =  [H(o,o)]*J/l[_        n  gJ|  J /(?,)■ 

La  fonction  A  est  développable  suivanl  les  puissances  de  ;  —  r,  el  de 
r  x, ,  et  A  suivanl  les  puissances  de  x  —  x ,;  cette  fonction  esl  donc 
développable  suivant  les  puissances  de  r  —  h  puisque  //  se  réduit  à  s, 
pour  x  =  '•,  (  38  t.    Vinsi  l'on  peut  écrire 

FY  ■    -\  -  D.+  (--*)Dl  +  (--*)'Dt  +  - 
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les  fonctions  de  x,  D0,  D,,  D2,  ...  étant  holomorphes  en  x  —  x,.  La 
valeur  de  D0  pour  x  =  x{  n'est  autre  que  A*(o,  o),  puisque  li  se  réduit 
à  zt  pour  x  =  x,. 

Remarque.  —  Reportons-nous  à  la  fig.  16.  Appelons  Q  la  projec- 
tion des  points  y,  j3  sur  Taxe  des  abscisses,  projection  qui  est  à  une  dis- 
lance  de  l'origine  inférieure  à  cot  -  (n°  18),  et  soit  y  l'affixed'un  point 

quelconque  pris  sur  le  segment  MQ  de  l'axe  des  abscisses.  On  voit  sans 
peine  (n°  9)  que  l'on  a 

V<»<o. 
D'après  l'identité 

«'(«)  _  V(s) 


il  en  résulte 

(43) 


tangr- 


?(7)  ^    ' 

SJnij;  y* —  1  ip' [y )  I  ip'(/)| 


On  déduit  de  là,  en  faisant  y  =  z,  (3çj), 
H(o,o)<o. 

On  trouverait  de  même,  dans  le  cas  de  la  fig.  i5,  que  la  quantité 
H(o,  o)  qui  se  déduit  de  la  formule  (3g)  en  remplaçant  z,  par  z2,  que 
cette  quantité,  dis-je,  est  encore  négative.  Si  l'on  appelle  y  un  point  du 
segment  MQ  (fig.  1 5),  on  a  en  effet  dans  ce  cas 

V(v)>o, 

y'(.y)  >  0  >  îilli  /'-'  _  ?' 00 
<p(r)  a      y1         f(/)' 

21.   l'a  pour  valeur  l'intégrale 

—  f}(z)dz, 

prise  le  long  du  chemin  fJfi'My'y  (fig.  17),  (cas  de  la  fig.  16).  La 

Journ.  de  Math.  (5'  série),  tome  II.  —  Fasc.  IV,  1896.  56 
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fonction  3(z)  est  d'ailleurs  définie  par  l'intégrale 

J(.)=  £/>(.,,);£,. 

prise  le  long'  d'un  contour  S  qui  renferme  le  point  v  (fig-  2),  dont  tous 
les  points  sont  plus  éloignés  de  l'origine  cjue  le  point  u.,  sauf  dans  le 

Fie.   17. 


voisinage  de  ce  point,  et  tel  que  la  droite  ijlO  rencontre  ce  contour  en 
un  point  unique  (nos  7  et  3). 

Il  est  facile  de  déterminer  les  points  u  et  v  lorsque  z  est  un  point 
quelconque  du  chemin  représenté  (fig.  17). 

Supposons  d'abord  que  z  soit  un  point  de  la  demi-circonférence 
B'My'  (fig-  17),  dont  le  rayon  e  est  infiniment  petit.  Les  expressions 
(4),  (11)'  (33)  donnent,  en  observant  que  r=  a,  pour  z  —  zn 

\x  —  J'\  _       ?'(3i)  / _  _  _  \ 


*(*i) 


Supposons  en  second  lieu  que  z  soit  un  point  de  $$'.  Appelons  y 
l'abscisse  de  ce  point  et  posons  x'  =  — r— -•  Son  ordonnée  étant  infini- 
ment petite  et  égale  à  —  1,  on  a 

■ r-  =  -^r  £  V  —  •  > 


En  changeant  1  en   —  z  dans  ces  formules,  on  obtient  les  expres- 
sions de  p.  et  de  v  qui  correspondent  au  cas  où  z  est  un  point  de  yy'; 

y  étant  supérieur  à  s,,  on  a(  —  J   >i  (n°  6);  le  coefficient  de  e^-  l 
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dans  — -7—  est  donc  supérieur  en  valeur  absolue  au  même  coefficient 

dans  ! — ^<  d'après  les  inégalités  (43).  On  peut  d'ailleurs  supposer 

que  les  points  [3,  y  ont  été  pris  assez  près  de  zn  tout  en  étant  à  distance 

finie  de  ce  point,  pour  que  la  plus  grande  valeur  absolue  de  ^    -y    soit 

inférieure  à  la  plus  petite  valeur  absolue  du  coefficient  de  £  \  —  i  dans 

l'expression  de  — ; — ,  lorsque  c  cbemine  le  long  de  fifi'  ou  de  yy  . 

Cela  étant,  on  voit  par  des  considérations  analogues  à  celles  que 
j'ai  employées  dans  mon  Mémoire  plusieurs  fois  cité  (p.  \  '17  et  sui- 
vantes) :  i°  que  Ton  peut  prendre  dans  le  plan  de  la  variable  x  pour 
l'intégrale  S(z),  un  contour  unique  S,  quelle  que  soit  /</  position  du 
point  z  sur  le  chemin  de  /</  fig.  17;  20  le  contour  S  est  une  circonfé- 


rence  de  rayon  supérieur  à  \x,  ,  déformée  le  long  de  la  droite  0.r,, 
de  façon  à  laisser  le  point  x,  à  l'extérieur  du  contour  (fig.  18);  3°  on 
peut  écrire 

(44)  r  =  -5-  f^(x)4^, 

$(x)  désignant  la  fonction 

(45)  ^(x)=:^fF(x,z)dz, 

où  l'intégrale  est  prise  le  long  du  cbemin  C  =  (3(3' M  y'y  de  la  fig.  1  7  ; 
4°  en  s'appuyant  sur  ce  que  H  (0,0)  <  o  et  sur  les  considérations  déve- 
loppées au  n°  7,  on  reconnaît  que  le  point  x  =  x,  est  un  point  singu- 
lier de  la  fonction  $(x). 

22.   Le  développement  de  la  fonction  $(x)  autour  du  point  x  =  x, 
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s'obtient  en  partant  de  la  formule  (42)  et  écrivant 

21- Je  [(*  —  *)*  —  *]' 

En  posant 


il  vient 


•(*)  =  Vd,.i;. 


J'ai  antérieurement  étudié  ces  intégrales  J^!,  et  comme  je  n'aurais  à 
répéter  ici  que  ce  que  j'ai  déjà  dit,  je  n'y  reviendrai  pas.  L'intégrale 

J0  ou  du  moins  sa  partie  non  holomorphe  est  égale,  dans  le  cas  ac- 
tuel, à  —  log/i  au  lieu  de  logA',  à  cause  du  sens  de  l'intégration.  Il  en 
résulte  aussi  un  changement  de  signe  dans  la  partie  non  holomorphe 
de  J  \  ■  La  partie  non  holomorphe  du  développement  de  <&(•£"),  qui  se 
trouve  page  4-5G  de  mon  Mémoire,  doit  donc  être  ici  changée  désigne. 
Ainsi  l'on  a.  dans  le  voisinage  du  point  x  =  xt, 

„.•_*/..,_      P=v"3„        2.4...(a*-3-Jp)        (-ijH^n 


D, 


l'entier  p    ne  devant  recevoir  que    des   valeurs  paires   positives,   y 

compris  zéro;  la  factorielle — ; —         — - — -devant  être  remplacée 
i  2.4.  ■  •(/>  —  2î+0  r 

par  1  pour  p  =  o  et  s  =  ^,  ainsi  que  la  factorielle  - — -j*i^_: — — ^_L 

pour  p  =  o  et  s  =  f . 

Cherchons,  dans  le  développement  de  $(#),  le  terme  de  la  partie 

non  holomorphe  qui  contient  la  puissance  de  1 avec  son  plus 

faible  exposant. 


_d        |/;  +  i)(/)+3)...(2î-2) 

1    /,    *-*/> 

l^T/           'r\    V    „  2«(2*-l-  2)- 

-»  +  .)    A 

fonction  holomorphe; 

DÉVELOPPEMENT  APPROCHÉ  DE  LA.  FONCTION  PERTURBATRICE.   .{33 

i°  Sis  =  ^,  le  premier  signe  ^  disparaît  du  développement  de  $  (x), 
et  le  premier  terme  du  second  signe  V  a  pour  valeur 


aD.log(i-| 


(.={). 


D0  est  holomorphe  en  x  —  x,  ;  son  terme  constant  (n°  20),  pour 
s  =  i,  a  pour  valeur  A5  (0,0).  On  peut  donc  écrire,  pour  s  =  j, 

^.  /    \  A~  (0,0)  ,      /  1 

X     1  -+-  (  1 )  X  fonction  holomorphe  de  (  1  —  -- ) 

-i-  fonction  holomorphe. 

20  Sis>f,  le  ternie  du  développement  de  $(,/),  qui  correspond  à 
p  =  o,  est  sous  le  premier  signe  V.  11  a  pour  expression 

3..',..  .(2.«— 3)  (—  \)~r>  r 


.  3  . .  .  (  a  i  —  2  ) 


Le  terme  cherché  s'obtient  en  remplaçant  D0  par  son  terme  con- 
stant XJ(o,o)  (n°  20)  et  k  par  son  premier  terme  (38).  On  peut  donc 
écrire,  pour  s  =  |, 


$  =  a.4...(aj-3)  (-■)     'X">(o,o) 

^         '  I  .3.   .   .  (2.Î  —  2)  171 


fonction  holomorphe  ; 


p'(«i) 


2  sinii  sf  —  1    œ'(3i) 


x  fonction  holomorphe 


la  factorielle 


2 . 4  •  •  •  2  s  —  i 


.3. . .25 


— —  devant  être  remplacée  par  1  pour  s  =  '. 
rtl) 


La  valeur  donnée  pour  J0S    suppose  essentiellement  que  l'argument 
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choisi  pour  \''H  (0,0)  est  égala  -  à  un  multiple  près  de  2^.  Le  facteur 
[H(o,o)]*  qui  rentre  clans  V(o,o)  peut  donc  s'écrire 

|H(o,o)]'  =  (-ipi[-H(o,o)]', 

|  —  11(0,0")]*  ayant  un  sens  purement  arithmétique.  lien  résulte 


(-0' 


ï  X*(o,o) 


— ^ ~J 


/(*.)• 


En  tenant  compte  de  la  formule  (3g)  et  posant 

_.         a-"  [>'(*) /?'(*)         sin^  «*-i\-l»-«  pin -H s'- 1)1- 

[„<!</  <!A2~] 

cos-  -  (  3  —  tan»  -        I 
•\3      "' ]/('>■ 


on  peut  écrire 

pour  .v  =  5, 


»(i). 


-Bw(:,)'o?('-    . 

X     1  +  I1 )X  fonct.  holom.  de  1  —  — 


(44) 


*(*)  = 


fonction  holomorphe, 

""3)BW(*,)(i 


1 .3. .  .(as  —  2) 
X     1  -+-  (  1 —  j  X  fonction  holomorphe 

+  (':£P*(-S) 

X  fonct.  holom.     -+-  fonct.  holomorphe. 


25.  De  tous  les  points  singuliers  de  $(.t)  extérieurs  au  contour  S, 
le  point  xt  est  le  plus  rapproché  de  l'origine  (n°  21).  La  considération 
de  ce  point  singulier  conduit  donc  à  la  valeur  asymptotique  de  I',  en 
appliquant  la  méthode  de  M.  Darboux.  Prenant  comme  point  de  dé- 
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part  les  formules  (  i  i  ),  on  a 

Pour*  =  i,       ['=-B(})(z.) 

x    coefficienl  de  a?'"i  dans  log  (  i  —  —  J    (  i  -t-  • —  j  ; 

1  oui  *  =  s,  i   -   |1](2J_2)  »>     {Z,  ) 

coefficient  de  x"'>  dans  f  1 J         (1+^r); 

A    el  A"  restant  finis  lorsque  m{  augmente  indéfiniment. 

Finalement,  si  l'on  remplace  a;,  par  sa  valeur  -T^-y  on  arrive  à  1  ex- 
pression suivante,  valable  pours^-j, 


['  = 


[i.3...(ai-a)]«    '     m?"    '    '•        "'     V 


A  restant  fini  lorsque  m,  croîl  indéfiniment. 

Cette  valeur  de  ['  correspond  au  cas  de  la  fig.  16.  On  en  déduit  la 
valeur  de  I'  qui  correspond  à  la  fig.  i5  en  y  changeant  z,  en  z„. 


Résumé. 

O/i  considère  deux  planètes  P,  P,,  se  mouvant  dans  le  même 
plan.  P  décrit  une  orbite  elliptique  (u,  anomalie  excentrique; 
r,  rayon  vecteur;  e  =  sin  <J>,  excentricité;  a  demi  grand  axe;  l,  ano- 
malie moyenne);  P,  décrit  une  orbite  circulaire  qui  est  enveloppée 
par  l'orbite  de  P  sans  la  toucher  (a,,  rayon  vecteur  et  demi  grand 
axe;  £„•  anomalie  ). 

On  se  propose,  m  et  m,  désignant  deux  entiers  très  grands 
(m,  >o),    de    trouver    la    valeur  asymptotique    des    coefficients 

de  cos  (mÇ  -t-  /«,£,)  dans  le  développement  de 


/(E-")/,(E-;.) 
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E  base  des  log.  nép.;  i=  \—  i  ;  /(E'a),  fonction  entière  de  sin  u 

et  cos  u\  /,  (E'x>),  fonction  entière  de  sin  Z,  et  cos  Z,  ;  A  carré  de  la 

i    3    5 
distance  PP.  ;.?=  ->->-.... 
222 

Le  coefficient  de  cos(m£  +  m,!,)  a  pour  valeur  la  partie  réelle  et 
le  coefficient  de  sin(niC  +  rn,Z, )  est  égal  au  multiplicateur  de  —  y'—  i , 
dans  une  imaginaire  2I  qui  se  calcule  comme  on  va  l'indiquer. 

Ce  dernier  coefficient  est  nul,  lorsque  les  fonctions  /,  /,  provien- 
nent d'un  premier  développement  de  la  fonction  perturbatrice  ordi- 
naire, effectué  suivant  les  puissances  du  sinus  carré  delà  demi-incli- 
naison des  orbites  de  deux  planètes  dont  les  mouvements  ne  s'effectuent 
l>as  dans  le  même  plan. 

Posons 

—  =6, 

"'1 

0"=-  gséc3(6o0-!  ),        8"'=-  iséc3(6o°+!)     («), 
a.  =  —  <  1 , 


?(*>  =  — +T^ ïnîL'E"' 

cos2  -la  —  |ang- 


F-aisons 


H(*) 


Ar(*) 


/ TT  [cos**!*  —  lang*) 


(')  J'ai  donné  une  Table  fournissant  les  valeurs  de  6"  et  6"  en  fonction  de 
l'excentricité  e  =  sin  1}  (toc.  cit.,  p.  466). 

(-)  Il  est  indifférent  d'adopter  l'une  ou  l'autre  des  déterminations  du  facteur 
élevé  à  la  puissance  —  8. 

(3)  L'expression  qui  suit/,  n'est  pas  un  facteur;  c'est  ce  que  l'on  doit  substi- 
tuer à  E'S.  dans/,  (E''i). 
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el 

V(s)=  ôsin^fs  -  iangi)Ya  -  cot|)-  iz(z  +  tanj 


(  le  sont  les  racines  de  l'équation  V(z)  =  o  que  l'on  aura  à  substituer 
dans  la  fonction  H(z). 

V(s)  a  ses  racines  réelles  lorsque  0  <  0"'ou  lorsque  o  >  0  >  0".  Nous 
désignerons  alors  par/  la  racine  de  Yt  s)  donnée  par  le  Tableau  de 
formules 

3 

cos  y  =  -  0  I 3 M     .        o  <  x.  <  9°  i 

Z  =  tans1- 

f  +  I  °  3 

\  i  :  )  a  des  racines  imaginaires  lorsque  0"  >  0  >  0".  Ces  racines  sonl 
données  par  la  suite  des  formules 

3 J   ' 

tang£=      y/tang-x, 


v- 


_a9cosj;      i       ±    ,—    ,  _  20cos.J;cot2i, 
3  sin2Ç  T  ' 


Z,  =  -  —  tang-i  Z_,=  la  conjuguée  de  Z,. 

'  C  -+-   I  D  2  J      ° 

Nous  supposerons  le  signe  de  y;  —  i ,  dans  c,  choisi  de  façon  que  Z,  ait 
sa  partie  imaginaire  positive. 

Appelons  ;,et:2(:t>i>  ;2>  o)  les  racines  de  l'équation 

sin  <b  z2  —  i(  i  —  oc)  :  -+-  sin  <\>  =  o, 
el  posons 


s  a"    i.3... 2 


Journ.  de  Math.  (5<  série),  tome  II    —  Fasc.  IV,  1896.  37 
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Voici  la  valeur  de  2I  dans  tous  les  cas  possibles,  1  désignant  une 
quantité  telle  que  le  produit  m,z  reste  fini  lorsque  m,  croit  indéfi- 
niment. 

(i°     Z<z2,  2Ï  =  B(z1)(n-0. 

0<(T   2»     z2<Z<z„  2l  =  H(Z)(î-+-£), 

(3°     Z>*„  2I  =  B(S|)(n-Oi 


0"  >  0  >  0 
o>6>0 


4°  |?(Z^!>|?(r()|,  2l  =  [-H(Zi)-i-H(Z_<)](n-e), 

5°  |<p(2#)|<:|<pC*.>l.  2I  =  B(s,)(h-e), 

v(6°  |<p(Z)|>|<p(z,)|,  aI=-H(Z)(n-e), 

;"  |«p(Z)|<|î(^)l,  21  =  8(^X1+6), 

0>o  8"  2l  =  B(2,)(i  +  e). 


Remarques!.  —  I.   Les  puissances  fractionnaires  qui  rentrent  dans 
B(z2),  B(z,),  H(Z)  ont  un  sens  arithmétique. 


II.  Dans  H(Zf)  et  H  (Z_,):  i°  l'argument  de  ( — ^— -\  s'obtient  en 
multipliant  par  —  s  l'argument  de  — 1— -  compris  entre  -Hit  et  —  -; 
2°  la  partie  imaginaire  du  radical  i  /  ,;  '  est  négative,  si  l'argu- 
ment 0  de  Z,  est  compris  entre  o  et  ~\  la  partie  réelle  positive,  si  0  est 
compris  entre  -,-  et  -.-*;  la  partie  imaginaire  positive,  si  G  est  compris 

entre  -^  et  it  :  3°  la  partie  imaginaire  du  radical  \ /    „     "'   est  négative, 

4  Ve?  l^— ') 

si  0  est  compris  entre  oet^;  la  partie  réelle  négative,  si  0  est  compris 

entre  7  et  -7-:  la  partie  imaginaire  positive,  si  0  est  compris  entre  -r- 
4        4  4 

et  -. 

III.  Les  valeurs  de  z  que  l'on  doit  substituer  à  ;  dans  II(  z)  sont, 
comme  nous  l'avons  déjà  dit,  racines  de  V(s)  et,  par  conséquent,  de 
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.        i         /  2  tD  (  S  ) 

[équation  ç/(;)-=  o.  On  peut  donc  faire  sous  le  radical  I  /    „'.  _    > 


»?(s)_ 


V'U) 


ERRATA 


.1  mon  Mémoire  inséré  au  «  Journal  de  Mathématiques  /nues  et  appliquées  » 

(i894). 


Page  426,  lignes  5  et  6,  en  descendant.  Effacer  les  mots  «  donne  son  signe  à 
I  expression — -^ Le  facteur  ». 

Page  4i3,  note,    lu  lieu  de  (n°20,  remarque),  lire  (n°  I!),  remarque)  et  <7« 

/feu  rfe  v  —  ix  —  —  |i(«î  — rs),  /t>e  v  —  (a  =—  --  (aj  —  /•'-). 

Page  46i,  dernière  ligne,     tu  lieu  de  «  imaginaire  I  »,  lire  «  imaginaire  2  I  ». 
Par  suite  de  l'oubli  de  ce  facteur  2,  il  y  a  lieu  de  doubler  les  coefficient»  des 
inégalités  calculées,  pages  468,  4G9  et  470. 
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.S'///-  les  séries  de  Taylor  admettant  leur  cercle  de  convergence 

comme   coupure; 


Par  M.   Emile  IîOKEL. 


Étant  donnée  une  série  de  Taylor,  il  est  intéressant  de  savoir  si  elle 
peut  être  prolongée  <'n  quelque  manière  au  delà  «le  son  cercle  de  con 
vergence  ou  si  ce  cercle  est  une  coupure;  à  cette  question  peut  se  ra- 
mener la  suivante,  non  moins  importante  :  une  fonction  de  variable 
réelle  donnée  par  son  développement  en  série  trigonom étriqué  est- 
elle  ou  non  analytique  ('  )'  Il  est  bien  clair  que  ces  questions  sont  de 
la  nature  de  celles  dont  on  ne  peut  espérer  une  solution  complète, 
c'est-à-dire  permettant  sûrement  de  traiter  un  cas  particulier  quel- 
conque :  tout  ce  que  Ton  peut  espérer,  c'est,  d'une  part,  transformer 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  qu'il  est  aisé  d'énoncer  et  lui 
donner  une  forme  plus  immédiatement  applicable  —  il  ne  faut  pas  se 
dissimuler  cependant  qu'une  telle  transformation  analytique  laisse 
subsister  entières  les  difficultés  inhérentes  à  ebaque  cas  —  ;  d'autre 
part,  indiquer  des  règles  précises  donnant  des  conditions,  soit  néces- 
saires, soit  suffisantes,  mais  ne  s'appliquant  ebacune  qu'à  des  cas  par- 
ticuliers. Je  me  propose  d'indiquer  ici  une  de  ces  transformations  et 


(')  Cf.,  au  sujet  de  ces  remarques,  ma  Thèse  :  Sur  quelques  points  de  la 
théorie  des  fonctions,  passim  et  notamment  la  Conclusion.  (  Annales  de  l'Ecole 
Normale;  i8g5.) 
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une  de  ces  règles.  Je  ferai  usage,  pour  y  parvenir,  de  la  théorie  des 
séries  divergentes  sommables,  que  j'ai  récemment  développée  dans  ce 
même  Journal  ;  en  employant  les  expressions  que  j'ai  introduites  dans 
cette  théorie,  on  a  l'énoncé  très  simple  que  voici  :  Pour  qu'une  série 
de  Taylor  n'admette  pas  son  cercle  de  convergence  comme  cou- 
pure, il  est  nécessaire  et  suffisant  qu'elle  soit  sommable  en  quelque 
région  extérieure  à  ce  cercle  (  '  ). 

De  cette  proposition  générale,  j'ai  déduit,  comme  application,  le 
théorème  particulier  suivant:  La  série 


dans  laquelle  les  exposants  cH  sont  des  entiers  croissants  et  les  coef- 
ficients an  des  nombres  quelconques,  admet  son  cercle  de  conver- 
gence comme  coupure  si  le  rapport  "+1       "  est,  à  partir  d'un  cer- 

\  <'■■.■ 
tain  rang,  supérieur  à  un  nombre  fixe  s  (2). 


I. 

Il  est  bien  clair  que,  si  une  série  de  Taylor  est  sommable  en  une 
région  extérieure  à  son  cercle  de  convergence,  la  fonction  représentée 
par  sa  somme  est  le  prolongement  analytique  de  la  fonction  qu'elle 
représente  à  l'intérieur  du  cercle;  celui-ci  ne  saurait  donc  être  une 

(')  Pour  définir  la  sommation  des  séries  divergentes,  je  ne  fais  usage  ici  que 
de  la  fonction  entière  ea,  sans  utiliser  la  généralisation  que  j'ai  indiquée  dans 
mon  Mémoire  fondamental. 

(2)  Cf.  Hadamard,  Thèse  (Journal de. Mathématiques,  p.  116;  1892).  M.  Ila- 
damard  y  énonce   une   règle   analogue  à  la   notre,   mais   il   considère   le  rapport 

-^J au  lieu  de    "~M — -;  et  il  est  aisé  de  voir  que   sa   rè»le   exige,  de   In 

c«  \  ci, 


part  des  cn,  une  croissance  extrêmement  plus  rapide.  Dans  une  conversation  par- 
ticulière que  j'ai  eue  avec  lui  en  1894,  M.  Hadamard  m'avait  dit  qu'il  croyait  sa 
règle  beaucoup  trop  restrictive;  il  était  persuadé  de  la  vérité  d'une  extension 
analogue  à  celle  que  je  donne  ici  ;  mais  ses  méthodes  ne  l'y  avaient  pas  encore 
conduit. 
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coupure  de  la  fonction.  Nous  allons  montrer  que,  réciproquement,  si 
le  cercle  de  convergence  n'est  pas  une  coupure,  la  série  est  sommable 
en  quelque  région  extérieure  à  ce  cercle. 

Considérons  donc  une  série  de  Taylor  n'admettant  pas  son  cercle  de 
convergence  comme  coupure;  nous  pouvons,  sans  altérer  la  généra- 
lité, supposer  le  rayon  du  cercle  de  convergence  égal  à  un;  la  fonction 
n'aura  pas  de  points  singuliers  sur  un  arc  fini  AB  de  ce  cercle;  on 
pourra  même  supposer  Tare  AB  choisi  de  manière  qu'elle  n'ait  pas  de 
point  singulier  dont  la  distance  à  Tare  AB  soit  inférieure  à  une  cer- 
taine longueur  finie  e.  Prolongeons  les  rayons  OA  et  OB  jusqu'en  \ 
et  B'(AA'=BB  =  £)  et  traçons  L'arc  A  IV.  Par  hypothèse,  la  fonc- 
tion n'a  pas  de  point  singulier  à  l'intérieur  du  contour  BSAA'B'B; 
nous  désignerons  par  Y  ce  contour  (ou  plutôt  un  contour  infiniment 
voisin  situé  à  son  intérieur).  Cela  posé,  x  étant  un  point  intérieur 
à  T,  on  a 


Prenons  x  =  o  et  posons 


lin/Wjx)  _    Ç    f(z)dz 
r  (*  —  #)»+ 


A    =  /("'(o)  =  _J_   Çf{z)dz_ 

le  développement  de  Taylor  de  la  fonction  considérée  sera 

/(x)  =  A„-f-  A,x-h  A, ar +  ...-+-  A„œ"-f-.... 

Nous  allons  rechercher  si  cette  série  est  sommable  en  un  point  M 
intérieur  à  T,  mais  extérieur  au  cercle  de  convergence;  nous  verrons 
qu'il  suffit  que  le  point  M  soit  intérieur  à  l'angle  ACB,  formé  par  les 
tangentes  en  A  et  B,  au  cercle  de  convergence.  Nous  savons  (Journal 
de  Mathématiques,  p.  108-109)  (lue  nous  devons  former  la  fonction 
entière 

"(a)  =  Aû  +  Al^  +  A2^  +  ...4-A/i^-+... 

2 1  n 
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et  rechercher  si  l'intégrale  j     u(a)e~"da  a  ou  non  un  sens.  En  rem- 

1  0 

plaçant  les  A„  par  leurs  valeurs,  nous  avons 

2  i-u(a)=  fi^e^dz, 
•  r    - 

M(a)e-«=_L  fl^e"(]     "dz. 

Or,  lorsque  le  point  r  parcourt  le  contour  T,  il  est  aisé  de  voir  que 
le  point  %  parcourtle  contour  r)(B,S<A,AÎB'(B,)  et  des  considérations 


de  Géométrie  élémentaire  montrent  que,  si  le  point  M  est  à  l'intérieur 
du  triangle  mixtiligne  formé  par  l'arc  AB  et  les  tangentes  AC  et  BC, 
les  points  A,  et  B,  sont,  de  part  et  d'autre  de  l'axe  01  des  quantités 
réelles  positives  et  du  même  côté  cjue  O  par  rapport  à  la  tangente  au 
cercle  de  convergence  au  point  D  où  le  coupe  Ol.  Il  en  résulte  que  le 

,  .  x 

contour  T,  n  est  pas  coupe  par  cette  tangente  et,  par  suite,  que  --ia 

constamment  sa  partie  réelle  négative  et  même  inférieure  à  un  nombre 
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aégatif  Gxe      A  ;  on  en  conclut  que  l'on  ;i 

|w(a)e-°|<Me-*a, 

M  étant  un  nombre  fixe  ;  la  condition  de  sommabilité  est  donc  remplie, 
<  >n  peul  déduire  aisémenl  de  ci'  qui  précède  que,  si  l'on  joint  le 
point  O  à  chacun  des  points  singuliers  A  de  la  fonction,  si  l'on  /'lève 
en  chaque  point  A  la  perpendiculaire  à  <  >A  et  que  l'on  supprime  la  por- 
tion «lu  plan  située  au  delà  de  ces  perpendiculaires  par  rapport  au 
I ioi ni  (  ),  on  oli lient  un  polygone  convexe  dans  lequel  la  série  deTaylor 
esi  sommable  (  '  ).  Dans  le  cas  des  points  singuliers  les  plus  simples, 
j'avais  montré  (/oc.  cit.)  que  c'était  précisément  là  la  région  de  som- 
mabilité; ici  nous  pouvons  seulement  affirmer  que  la  région  de  som- 
mabilité  comprend  ce  polygone  ;  nous  ne  sommes  \>;\>  certain  qu'elle 
ne  soii  pas  plus  grande,  bien  que  cela  paraisse  peu  probable;  niais  ce 
point,  qu'il  serait  intéressant  d'élucider,  n'a  pas  d'importance  pour 
l'application  que  nous  avons  en  vue. 

Les  résultats  précédents  fournissent  une  méthode  pour  la  recherche 
de-  points  singuliers  situés  sur  le  cercle  de  convergence;  ou  a  un  pro- 
cédé tout  à  l'ait  direct  pour  reconnaître  qu'un  point  est  singulier, qu'un 
arc  esl  dépourvu  île  poinl  singulier,  etc.  Supposons  toujours  le  rayon 
du  cercle  de  convergence  égal  à  l'unité,  el  soit 

ZA„s'< 

la  série  deTaylor  donnée;  désignons  par  i  un  nombre  positif  aussi 
petit  que  Ton  veut  el  par  0  un  angle  réel;  posons  ;  —  (  r  -+-  s)'''9;  nous 
aurons 

u(a)  =  V  A„e'"6^ï(i  +  £)". 

Si  l'on  considère  a  comme  une  variable  complexe,  la  fonction  it(a') 
croît  évidemment  plus  vite  que  c",  grâce  au  facteur  (i  -f- 1)" ;  la  ques- 


(')  J'ai  énoncé  pour  la  première  fois  ce  résultat  dans  une  Note  communiquée 
à  l'Académie  des  Sciences,  le  5  octobre  1896. 

Journ.  de  Math.  (5'  série),  tome  II.  —  Fasc.   IV,   1896  3j 
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tion  est  de  savoir  si  l'on  peut  choisir  l'argument  6  de  manière  que.  « 
restant  réel,  l'on  ait 

lime  " n( a  )  =  o, 

pour  des  valeurs  de  £  aussi  petites  que  l'on  veut,  mais  fixes;  le  point 
z  =  e'6  n'est  alors  pas  un  point  singulier.  Si,  au  contraire,  quelque 
petil  que  soit  z,  le  produit  e  a«(a)  ne  tend  pas  vers  zéro,  le  point 
s  --  e"est  singulier.  Considérons  la  fonction  entière 

D'après  les  hypothèses  faites  sur  les  A„,  cette  fonction  est  telle  que 
si  Ton  appelle  M(>>  le  maximum  du  module  de  œ(s),  lorsque  le  mo- 
dule de  r  est  /■.  la  plus  grande  des  limites  de  -logM(r),  lorsque  r 
augmente  indéfiniment,  est  égale  à  ////.  La  question  est  de  savoir  si 
l'on  peut,  en  faisan/  augmenter  indéfiniment  :  avec  un  argument 
déterminé,  choisir  cet   argument  0  de  façon  à  diminuer  eette  limite, 

d'une  manière  plus  précise,  de  manière  que  - log  p(-)    soit  inférieur 

à  un  nombre. fixe  plus  petit  que  un,  pour  toutes  les  valeurs  de  "dont 
le  module  dépasse  une  certaine  quantité. 

Alors  le  point  ;  =-  e'e  n'es!  pas  un  point  singulier  pour  le  dévelop- 
pement de  Taylor 

IA„;". 

Le  rapprochement  ainsi  établi  entre  cette  série  et  la  fonction  entière 
o(-)  mériterait  sans  doute  d'être  étudié  avec  soin  et  conduirait  sans 
doute  à  cette  conclusion  que  le  cercle  de  convergence  est  une  coupure 
dans  des  cas  très  généraux. 

Nous  allons  nous  borner  ici  à  indiquer  une  application  immédiate. 
Si  tous  les  A„  sont  positifs,  on  \oii  aisément  que  la  série  proposée  u'esl 
sommable  pour  aucune  valeur  de  s  positive  supérieure  à  l'unité;  donc 
le  point  z  -  i  est  nécessairement  un  point  singulier.  El  en  est  évidem- 
ment de  même  si  les  A„  ont  leurs  parties  réelles  toutes  de  même  signe 
(à  condition  que  la  série  obtenue  en  les  remplaçant  par  leurs  parties 
réelles  ait  pour  rayon  de  convergence  un  ). 


SUR     LES     SÉRIES     IÏE     TAYLOR.  '\  |  ~ 

Nous  nous  contenterons  pour  le  momenl  de  ces  remarques  sur  les 
points  singuliers  ru  général  ci  nous  bornerons  à  étudier  nu  cas  simple 
dans  lequel  «m  peut  affirmer  que  le  cercle  de  convergence  est  une 
coupure. 

11. 

Considérons  d'abord,  pour  plus  de  netteté,  la  série  bien  connue 

1  -4-  ^  +  C  '  -+-  -;)  +  •  .  •  -+-  z":  + 

La  fonction  entière  w(a)  esl  ici  (  '  ) 

.     .                      ,/;           n'-  z'                        ri"' :"' 
«(«)  =  H 1 TT    -H •  •  ■  +    .     ■,.,     "H 

Nous  allons  montrer  que,  quel  que  soil  l'argument  de  s,  si  son 
module  dépasse  l'unité,  on  ne  saurait  avoir  lime  au(a)  =  o.  Dési- 
gnons par  r  le  module  de  s,  supposé  plus  grand  que  ////,■  nous  verrons 
que  l'on  peut  donner  à  a  une  série  de  valeurs  réelles  augmentant  indé- 
finiment et  pour  chacune  desquelles  e~"u(a)  est  supérieur  à  un 
nombre  live.  l'osons,  en  effet, 


Le  terme  de  in  a),  qui  a  le  [dus  grand  module,  est  évidemment 
alors 

et  son  module  est 


Nous  allons,  en  retranchant  de  ce  module  les  modules  de  tous  les 


(')  On  remarquera  que  nous  tenons  compte  des  termes  qui  sont  nuls  dans  la 
série  proposée  ;  c'est  évidemment  ainsi  que  l'on  doit  procéder  pour  appliquer 
notre  proposition  sur  la  région  de  somniabilité.  Il  serait  intéressant  de  recher- 
cher, d'une  manière  générale,  de  quelle  manière  l'introduction  de  termes  nuls 
dans  une  série  en  modifierait  la  sommahilité  et,  exceptionnellement,  la  somme. 
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autres  termes,  obtenir  une  limite  inférieure  du  module  de  m  a  ).  Nous 
considérerons  successivement  les  termes  qui  le  précèdent  el  ceux  qui 
le  suivent  el  nous  utiliserons  la  formule  d'approximation 

pi  =  7=' 

\  **P 

ce  (jui  esl  légitime  lorsque  p  est  assez  grand,  ce  que  nous  pouvons 
supposer. 

Prenons  d'abord  le  terme  de  plus  grand  module  et  négligeons  par- 
tout le  facteur  y/arc;  nous  obtiendrons  pour  sa  valeur  approchée 
-  e"'~.  Supposons  maintenant  p  <  //  et  considérons  le  terme 


(/>»)! 


En  négligeant  toujours  le  facteur  \2-,  nous  aurons  la  valeur  ap- 
prochée 

>(T • 

<  )n  voit  aisément  que  les  termes  pour  lesquels  p  esl  petit  par  rap- 
port à  n  sont  négligeables.  Par  exemple,   les  -  tenues  pour  lesquels 

.  n  .      , ,    .  .  .     .  .  .     .  „    .  /; 

p  <;  -  sont  intérieurs  a  celui  qu  on  obtient  en  taisant  p=-  et, par 
suite,  leur  somme  intérieure  à 

expression  bien  plus  petite  que  -c"'  dès  que  n  esl  un  peu  grand.  Si 

n 
nous  supposons/;  compris  entre  -  et  n,  nous  aurons 

i        "         î        /           n  —  p\         n—p         (n  —  p)'         («  — p)s 
log-  =  log (  H = — f—  +       ,    f •  •  • , 
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cl,  par  suite, 

tl     .-  !"  .  '/—/■' 


La  valeur  approchée  (a  )  devient,  par  suite, 


P 


et,  en  supposant  n  —  p<p,  c'est-à-dire  />  >  -,  elle  esl   inférieure  à 


Un  calcul  analogue  donnerai!  le  même  résultai  en  supposant  d>  «; 
nous  en  concluons  que  le  module  de  u(a)  pour  <zr  =  //-  est  supérieur 
au  produit  de  >■"'  par  l'expression  suivante 


lot  ■      I 


/<-3 


+  e 


_  /    e-'  e~*  e-9 

\  «  -+- 1         «  H-  2         «  -(-  3 

et  il  est  manifeste  que,  pour  n  assez  grand,  cette  expression  est  supé- 
rieure à  — —  •  Nous  avons  ar  =  //'-',  ou  a  =  —  et  /•  est  supérieur  à  un  : 
donc 

,        "M- -Il 

e  "//(  a")  >  —  e 

x      '  lO/l 

el  cette  expression  peut  évidemment  devenir  aussi  grande  que  l'on 
veut,  quelque  voisin  que  soit  r  de  l'unité. 

Nous  en  concluons  que  la  série  considérée  n'est  sommable  en  aucun 
point  extérieur  à  son  cercle  de  convergence  et  admet  par  suite  ce 
cercle  pour  coupure.  Ce  résultat  particulier  aurait  pu  être  établi  de 
bien  d'autres  manières  ;  mais  la  démonstration  que  nous  avons  donnée 
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peut  visiblement  être  étendue  à  des  fonctions  bien  plus  générales.  Con- 
sidérons  d'abord  la  fonction 

tp  (s)  =  i  +  zc>  +  ;''=  -t- . . .  +  zcn  -+-..., 

et  supposons  cw+,  —  c„^>  ^\[cn',  la  même  démonstration  réussira  '/ 
fortiori  puisque  les  termes  qui  précéderont  ou  suivront  le  ternie  d'ex- 
posant '„  dans  u(a)  seront,  pour  ar  =  c„,  plus  petits  que  les  termes 
analogues  dans  la  série  considérée  en  premier  lieu,  pour  laquelle  on  a 

c„+l  —  c„=  2  v''„  +  i; 

la  fonction  opi  s  |  admettra,  par  suite,  son  cercle  de  convergence  comme 
coupure. 

Supposons  maintenant  que  l'on  ail 

c„+,  —  c„>  ^Vc«> 

k  étant  un  nombre  entier  quelconque,  et  posons 

Nous  aurons 

?(s)  =  «|,(r)  =  2/*"-=2y  . 

en  posant  c^  =  9/rV,,. 
<  )n  aura  d'ailleurs 

c'n , ,  —  c'„  =  9^2  ( c«+i  " "  c«  )  >  9/l'  \  <'«  >  3  N  '■'„  • 

La  fonction  )(  r)  admet,  par  suite,  son  cercle  de  convergence 
comme  coupure;  il  en  est  évidemment  de  même  de  la  fonction  o(  s  ), 
sous  la  seule  condition 

c„+i  —  e„>£\<    . 

z  étant  un  nombre  positif  quelconque. 
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Considérons  maintenant  lu  série 

[es  '/.,  étant  des  nom  lires  quelconques  tels  que  le  rayon  de  convergence 
soil  égal  à  l'unité;  nous  supposons  de  plus  c„+,  —  e„>3y/c„  il  suffi- 
rail  évidemment  que  l'on  ail  cn+l  — -cfl  >  j  \  c„  ).  Le  raj le  conver- 
gence étant  égal  à  l'unité,  on  sait  (  '  )  que,  ou  bien  la  suite 

\" v'«« 

a  pour  limite  ////.  on  bien  die  tend  vers  plusieurs  limites  différentes,  ri 
////  esi  la  plus  grande  île  ces  limites.  Dans  tous  les  cas,  on  peul  trouver 
dans  '•'■île  suite  une  suite  partielle  ayant  pour  limite  un  (  -'  >:  il  suffira 

de  recommencer  1rs  raiso ments  précédents,  mais  en  prenant  seu- 

lemenl  pour  termes  de  plus  grand  module  des  ternies  dont  les  coeffi- 
cients lassent  partie  de  cette  suite  partielle;  il  n'\  aura  ainsi  aucune 
difficulté  à  montrer  que  la  série  n'est  sommable  en  aucun  point  exté- 
rieur à  son  cercle  de  convergence  et  admet,  par  suite,  ce  cercle  cou  une 

coupure  i    ''  ). 


(')  C.uciiY,  Cours//'  Inatyse  de  l'École  polytechnique  ;  1821.  Ce  queCauchy 
appelle  In  plus  grande  îles  limites  a  été  appelé  par  M.  Paul  du  Bois-Reymond 
obère  Unbestimmheitsgrenze  et  par  M.  Hadamard  /''mite  supérieure  pour  n 
infini.  L'expression  'le  Cauchy  nous  paraît  être  la  plus  si  m  pie  et  la  plus  claire. 

1-1  Hadamard,  Essai  sur  l'étude  des  fonctions,  etc.  {Journal  de  Mathéma- 
tiques :  1  892,  p.  loti). 

;  i  En  terminant,  nous  tenons  a  faire  une  remarque  essentielle.  Dans  les 
diverses  applications  que  nous  avons  indiquées  jusqu'ici  de  notre  théorie  géné- 
rale des  séries  divergentes,  nous  avons  lait  uniquement  usage  de  la  fonction  e" , 
ou  de  fonctions  s'y  rattachant  immédiatement.  Il  ne  faudrait  pas  en  conclure  que 
la  généralisation  dans  laquelle  on  considère  une  fonction  entière  quelconque 
n'offre  qu'un  simple  intérêt  de  curiosité;  nous  pensons,  au  contraire,  qu'en 
choisissant  convenablemen  t  cette  fonction  entière,  on  pourrait  en  tirer  des  appli- 
cations intéressantes;  la  seule  difficulté  consiste  en  ce  qu'il  n'y  a  pas  de  fonction 
entière  ayant  des  propriétés  aussi  simples  et  aussi  bien  connues  que  celles  de  la 
fonction  exponentielle;  c'est  pourquoi  les  applications  où  celle-ci  intervient 
s'offrent  naturellement  les  premières. 
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Henry    Resal; 
Par  M.   Camille  JORDAN. 


M.  Amé-Henry  Resal,  Membre  de  l'Académie  des  Sciences,  estmort 

le  22  août  1 896. 

Nous  laissons  à  d'autres,  plus  autorisés,  le  soin  de  résumer  la  car- 
rière de  cel  illustre  -avant,  d'analyser  ses  importants  travaux  en  Mé- 
canique, en  Physique  mathématique,  «mi  Mécanique  céleste  ;  nous  nous 
bornerons  à  rappeler  le  dévouement  ave  lequel  il  a  dirigé  ce  Journal 
pendant  dix  années  consécutives,  de  187.)  à  188  >. 

Lorsque,  après  trente-neuf  années  passées  sur  la  brèche,  M.  Liou- 
ville  prit  la  résolution  de  se  retirer,  la  situation  était  bien  différente 
de  ce  qu'elle  est  aujourd'hui.  Les  Recueils  de  ce  genre  étaient  rares,  et 
nos  savants,  déjà  embarrassés  pour  la  publication  de  leurs  Mémoires, 
auraient  vivement  senti  la  disparition  de  celui-ci. 

En  se  consacrant  à  la  continuation  de  celte  œuvre  menacée  de  périr, 
M.  Resal  a  donc  rendu  à  la  Science  française  un  service  important, 
dont  on  ne  saurait  lui  être  trop  reconnaissant. 

('..   Jordan. 


./•ni  rn.  de  Math.  \ 
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Notice  sur    AmÉ-Henry    Resu.; 
Par  M.  Mairice  LÉVY. 


Tous  ceux  <jui  s'intéressent  à  La  Mécanique  en  ce  qu'elle  a  d'utile, 
comme  en  ce  qu'elle  a  d'élevé,  prendront  part  au  deuil  donl  se  trouve 
frappée  l'Académie  par  la  mort  d'Henrj  Resal  Avec  lui,  en  effet, 
s'en  \;i  le  véritable  continuateur  de  Poncelet,  celui  de  ses  disciples 
qui  a  le  mieux  su  mettre  en  valeur  les  méthodes  et  les  procédés  du 
mai  Ire. 

Mais  Resal  était  lui-même  un  maître  el  le  rôle  de  disciple,  bien 
qu'il  ne  répugnât  on  rien  à  sa  modestie,  n'eût  suffi  ni  à  son  extraor- 
dinaire activité,  ni  à  ses  multiples  el  brillantes  facultés.  La  Mécanique 
appliquée  telle  que  l'entendait  Poncelel  était  son  domaine  de  prédi- 
lection ;  mais  la  Mécanique  céleste,  la  Physique  mathématique,  la 
Cinématique  pure,  la  Géométrie  lui  étaient  également  familières,  et, 
dans  toutes  ces  branches  de  la  Science,  il  laisse  les  marques  d'un  esprit 
particulièrement  inventif  et  primesautier. 

L'homme  n'était  pas  inférieur  au  savant,  ("était  un  cœur  d'or  et 
un  caractère  d'une  inflexible  droiture. 

Il  n'avait  rien  d'un  apôtre.  La  vertu  lui  était  trop  naturelle  pour 
qu'en  la  pratiquant  il  se  crût  autorisé  à  la  prêcher.  Plus  volontiers  il 
en  eût  ri,  comme  il  était  disposé  à  rire  de  tout.  Mais,  tout  en  se  riant, 
il  n'a  jamais  manqué  au  plus  petit  de  ses  devoirs.  Il  savait  les  remplir 
tous  gaiement,  simplement  et  surtout  sans  phrases. 

Nous  savons  tous  combien  grande  était  son  assiduité  à  nos  séances. 
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cl  nous,  ses  Confrères  de  la  Section  de  Mécanique,  savons  avec  quel 
soin  méthodique  el  scrupuleux  il  s'acquittait  de  ses  devoirs  de  doyen, 
sachant  très  habilement,  quand  il  le  fallait,  user  de  sa  belle  humeur 
bourguignonne  pour  faire  accepter  une  grande  fermeté.  Mais  où  il  a 
porté  le  plus  haut  le  s  mtiment  inné  du  devoir  qui  le  guidait  en  toutes 
choses,  c'esl  dans  son  enseignement.  J'en  parle  savamment,  avant  eu, 
dans  ma  jeune-se,  l'honneur  d'être,  pendant  plusieurs  années,  son 
répétiteur  à  l'Ecole  Polytechnique.  Je  tiens  son  cours  pour  l'un  des 
plus  fructueux  qui  aient  jamais  été  professés.  (Test  peut  être  de  tous, 
sans  même  excepter  celui  si  marquant  de  son  éminent  devancier Bour, 
celui  qui  remplit  le  mieux  la  double  visée  qu'on  poursuit  à  l'Ecole 
Polytechnique  :  visée  scientifique  dans  le  présent,  visée  pratique 
pour  l'avenir.  Ses  exemples  sont  toujours  choisis  aux  confins  de  la 
science  la  plus  solide  et  de  la  pratiqu  :  la  plus  moderne;  il  les  renou- 
velait sans  cesse.  Ses  successeurs  y  puiseront  longtemps  el  à  pleines 
main-. 

Les  théories  générales  y  sont  condensées  de  main  de  maître, 
quelques-unes  avec  autant  d'originalité  que  de  simplicité.  Je  citerai 
notamment  la  Dynamique  des  corps  solides,  l'Hydraulique,  la  Ther- 
modynamique et  lii  Théorie  de  la  transmission  du  travail  dans  les 
machine-. 

C'esl  un  honneur  pour  une'  Ecole  d'avoir  inspiré  un  tel  enseigne- 
ment, et  celui  qui  l'a  conçu  méritait  grandement  la  reconnaissance  de 
cette  Ecole. 

Ce  n'esl  pas  la  tonne  didactique  qu'il  faut  chercher  chez  Resal; 
elle  lui  était  fort  indifférente.  Nourri  de  la  moelle  de  la  Science,  il 
aimait,  par-dessus  tout,  à  la  servir  en  substance  concentrée.  Cette 
façon  d'enseigner  exige,  de  la  part  des  auditeurs,  un  travail  person- 
nel, ce  qui  est  un  bien.  Tous  ceux  qui  onl  voulu  se  livrer  à  ce  travail 
se  sont  trouvés,  par  le  cours  de  Resal,  préparés  à  toutes  les  applica- 
tions, si  variées  puissent-elles  être  ou  devenir,  de  la  Mécanique  à  l'Art 
de  l'ingénieur. 

Du  reste,  ingénieur  dans  l'âme,  il  aimait  à  travailler  pour  ses  col- 
lègues. «  Fils  d'architecte,  disait-il  volontiers,  j'ai  tenu  la  truelle, 
avant  de  savoir  tenir  une  plume.  »  Et,  de  fait,  c'est  en  s'amusant  à 
voir  manier  la  truelle  sous  la  direction  de  son  père,  architecte  à  Plom- 
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bières,  que,  sans  clTorl  el  avec  un  minimum  de  préparation  au  collège 
d'Épinal,  puis  à  Sainte-Barbe,  il  est  arrive,  dans  1rs  premiers,  à  l'Ecole 
Polytechnique,  à  l'âge  de  dix-huil  ans.  Pour  la  partie  mathématique, 
il  <'ùi  été  largemcnl  prêl  dès  l'âge  de  seize  ans. 

C'élaii  en  18-I7.  Les  grandes  découvertes  d'Ampère,  «mi  Électro- 
dynamique,  venaient  de  faire  leur  entrée  dans  l'enseignemenl  clas- 
sique. Resal  se  prit  d'enthousiasme  pour  elles  el  en  lii  I  objel  de  sou 
premier  Mémoire  rédigé  pendanl  son  séjour  même  à  l'Ecole  Poly- 
technique.  Bravais  a  fail  à  son  jei "lève  le  grand  honneur  d'en 

introduire  une  pari  ie  dans  s  ;s  leçons. 

Également,  pendanl  qu'il  était  encore  élève,  il  fit,  sur  la  Théorie  du 
frottemenl  dans  [es  engrenages  coniques  el  la  vis  sans  lin,  une  étude 
qui  l'ut  publiée  au  Journal  de  V Ecole  Polytechnique  en  i85o. 

Son  ardeur  pour  la  Science,  comme  celle  de  ses  camarades,  fui  un 
instant  suspendue  par  la  Révolution  de  iS',S.  Aux  journées  de  juin, 
il  servit  en  qualité  d'aide  de  camp  du  général  Mellinet. 

Sorti  second  de  l'Ecole,  il  choisit  la  carrière  des  Mines.  Les 
Sciences  appliquées  enseignées  à  l'École  <\c*  Mines  le  trouvèrent  aussi 
assidu  que  les  Sciences  mathématiques,  sans  d'ailleurs  le  détourner 
de  ces  dernières.  En  1 853,  il  fui  nommé  Ingénieur  des  Mines  à  Besan- 
çon, où  il  s'occupa  de  la  Carte  géologique  des  régions  montagneuses 
de  la  contrée.  L'année  suivante,  il  prit  le  grade  de  1  (octeur  es  Sciences 
mathématiques. 

Sa  thèse  est  la  première  application  faite  au  globe  terrestre  du 
problème  de  l'équilibre  élastique  d'une  enveloppe  sphérique,  si  ma- 
gistralement résolu  par  Lamé;  Soutenue  devant  Cauch^  el  Lamé  lui- 
même,  elle  lui  valul  la  protection  de  ces  deux  illustres  savants,  de 
même  que  la  précocité  de  ses  travaux  d'élève  lui  avait  valu,  de  la  pari 
de  Poncelet,  une  amitié  qui  n'a  cessé  qu'avec  la  vie. 

En  [855,  Resal  fui  nommé  Professeur  à  la  Faculté  de  Besançon. 
De  cet  enseignement  esl  sortie  non  seulement  sa  Cinématique  pure 
où,  entre  autres  innovations,  on  trouve  la  notion  el  la  théorie  delà 
suraccélération,  mais  aussi  divers  travaux  théoriques  el  expérimen- 
taux sur  l'horlogerie,  travaux  qui,  avec  ceux  de  Phillips,  ont  contribué 
aux  progrès  de  l'horlogerré  de  précision. 

C'est  à  la  même  époque,  en  1 865,  qu'il  publia  son  Traité  de  l/';- 
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canique  céleste,  destiné  surloul  à  rendre  plus  accessible  l'œuvre 
de  Laplace. 

La  mort  de  Bour,  survenue  d'une  façon  si  inopinée  en  18-2,  rendait 
vacante  la  chaire  de  Mécanique  rationnelle  de  l'École  Polytechnique. 
Resal  se  trouvait  naturellement  désigné  pour  la  remplir.  J'ai  dit  plus 
haut  que  la  succession,  pour  lourde  qu'elle  fût,  n'a  pas  été,  il  s'en 
Faut,  au-dessus  de  ses  forces. 

Celte  même  année,  il  commençait  la  publication  de  son  Traité 
de  Mécanique  générale,  en  sept  Volumes,  véritable  monument  élevé 
à  la  Mécanique  rationnelle  et  à  ses  applications  dans  toutes  les  di- 
rections. 

C'est  là  qu'on  trouve  résumés  les  Mémoires  les  plus  importants  de 
Resal.  Peu  d'Ouvrages  sont  plus  nourris.  L'auteur  n'v  prend  pas 
lou jours  la  peine  de  coordonner  ses  idées;  il  les  sème  un  peu:  mais  il 
j  en  a  beaucoup. 

Quelque  problème  que  l'on  ait  à  résoudre,  on  peut  le  consulter  avec 
fruit.  Tout  y  est  condensé.  Parfois,  on  trouve,  en  quelques  pages,  des 
traits  de  lumière.  Je  citerai  une  Note,  sur  le  mouvement  des  projectiles 
à  l'intérieur  d'une  arnica  feu,  où  sont,  pour  la  première  fois,  appliqués 
avec  succès  les  principes  de  la  Thermodynamique  à  ce  phénomène 
complexe  de  la  pression  développée,  par  la  combustion,  dans  l'âme 
d'une  arme.  On  peut  dire  que  là  se  trouve  l'origine  de  la  balistique 
intérieure  contemporain!1.  Noire  Confrère  Sarrau  m'a  dit  souvent  qu'il 
\  a  puisé  ses  premières  inspirations  sur  ce  sujet.  Au  surplus,  à  la  suite 
de  ce  travail  et  de  plusieurs  autres  théoriques  ou  expérimentaux  sur 
le  mouvement  des  projectiles,  le  Ministère  de  la  Guerre  a  créé,  pour 
Resal,  un  poste  spécial  :  celui  d'adjoint  au  (  lomité  d'Artillerie  pour  les 
études  scientifiques. 

Son  exposition  concise,  niais  remarquablement  nette,  de  la  théorie 
des  volants  et  des  régulateurs  est  certainement  aussi  le  point  de  départ 
des  travaux  les  plus  remarquables  faits,  depuis,  sur  ce  sujet  délicat. 

I  ne  autre  Note,  insérée  aux  Comptes  rendus,  traite  d'une  façon 
non  moins  heureuse  un  autre  sujet  nouveau  :  celui  de  la  propagation 
d'une  onde  liquide  dans  un  tube  élastique,  question  qui  trouve  son 
application  dans  les  phénomènes  de  la  circulation  du  sang  et  dans  les 
expériences  de  notre  Confrère  Marey. 
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Outre  ces  travaux  d'inspiration  primesautière  el  de  plein  succès,  ce 
vaste  Ouvrage  contienl  une  foule  d'applications  utiles  ou  d'exercices 
Intéressants. 

En  i8^3,  l'Académie  des  Sciences  ouvril  ses  portes  à  Resal,  en 
lui  donnant  la  succession  du  baron  Dupin.  Cette  haute  distinction 
n'a  fait  que  surexciter  son  ardeur  au  travail.  Ses  Communications  à 
l'Académie  ou  aux  Annales  des  Mines  montrent  que  son  activité  ne 
s'est  jamais  ralentie.  Resal  avail  deux  qualités  rarement  unies  :  il 
travaillait  avec  une  merveilleuse  facilité  el  il  travaillait  toujours.  Le 
travail  était  sa  seule  distraction  quand  il  était  bien  portant,  son  seul 
remède,  remède  dangereux,  quand  sa  robuste  santé  a  commencé  à 
le  trahir. 

En  1S88,  il  a  publié  un  Traité  de  Physique  mathématique,  qui  a 
pour  objet  de  résumer  cette  vaste  Science,  comme  il  avait  précédem- 
ment résumé  la  Mécanique  céleste. 

11  travaillait  à  la  seconde  édition  de  la  Mécanique  générale,  dont 
les  deux  premiers  Volumes  ont  paru,  quand  la  mort  est  venue  le  sur- 
prendre. 

Depuis  plusieurs  années,  sa  saule  déclinait  visiblement.  La  maladie 
qui  a  lini  par  l'emporter  avait  légèrement  courbé  ce  corps  autrefois 
droit  et  élancé  comme  les  grands  chênes  des  forcis  des  \  osges  au  mi- 
lieu desquelles  s'est  passée  son  enfance;  elle  avait  pâli  el  quelque  peu 
attristé  ce  fin  visage  qu'on  était  habitué  à  voir  toujours  animé  et  sou- 
riant. Mais  rien  ne  faisait  présager  une  fin  prochaine,  lorsque,  comme 
tous  les  ans,  il  est  parti  pour  aller  passer  ses  vacances  en  Suisse  et  en 
Savoie.  Le  29  juin,  il  m'adressait  encore  de  Saint-Gervais  une  lettre 
dans  laquelle  il  me  communiquait  diverses  observations  sur  un  Mé- 
moire cpie  l'Académie  pourrait  être  appelée  à  juger.  Cette  lettre  me 
montrait  qu'il  avail  toujours  l'esprit  en  éveil  et  le  souci  des  jugements 
à  rendre  par  l'Académie. 

Vers  le  milieu  du  mois  d'août,  il  fut  pris  d'une  violente  crise  d'ato- 
nie intestinale;  sa  famille  accourut  près  de  lui.  Les  soins  qui  lui  furent 
prodigués  l'avaient  remis  assez  bien  pour  qu'il  manifestât  le  désir 
d'aller  visiter  l'Exposition  de  Genève.  Mais  en  roule,  à  Annemasse,  il 
fut  repris  avec  une  violence  telle  qu'une  opération  chirurgicale  fut 
jugée  nécessaire.  11  succomba  peu  de  jours  après,  le  22  août.  Il  a  été 
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inhumé,  le  20  août,  à  Etang-sur-Arroux  (Saône-et-Loire  ),  lieu  de 
sépulture  de  famille. 

C'est  dans  ce  coin  de.  la  Bourgogne  qu'il  comptait  se  retirer  dans 
deux  ans,  lorsqu'il  aurait  eu  droit  à  sa  retraite  comme  Inspecteur  gé- 
néral des  Mines.  Au  lieu  du  repos  bien  mérité  et  qui  n'eût  pas  été 
l'oisiveté,  qu'il  y  espérait,  c'est  le  repos  suprême  qu'il  y  dorl  à  pré- 
sent. Mais  il  laisse  après  lui  une  œuvre  que  je  n'ai  pu  qu'esquisser  ici 
à  grands  traits  et  qui  assure  la  survivance  de  son  nom. 

Il  laisse  à  ses  deux  fils  le  plus  précieux  de  tous  les  héritages  : 
l'exemple  d'une  vie  consacrée  tout  entière  aux  progrès  de  la  Science 
cl  à  ses  applications  en  ce  qu'elles  nul  de  plus  noble  cl  de  ['bis 
désintéressé.  Cet  exemple  n'a  pas  été  perdu  pour  eux.  et  Resal  a  eu 
la  joie  bien  rare  de  les  voir  tous  deux  sortir  brillamment  de  I  École 
Polytechnique,  dans  la  carrière  des  Ponts  et  Chaussées,  qu'ils  par- 
courent de  façon  à  ajouter  encore  à  la  réputation  du  nom  qu'ils 
portent. 

(  les  deux  tils  sont  la  couronne  cl  la  parure  d'une  mère  qui,  grâce  à 
des  dons  exceptionnels,  a  pu  les  suivre,  non  seulement  dans  leur  édu- 
cation classique,  mais  même  fort  loin  dans  leur  instruction  scientifique. 
Ils  seront  aussi  sa  consolation  dans  la  cruelle  «'preuve  qu'elle  subit  el 
dans  laquelle  l'accompagnent  les  respectueuses  sympathies  de  l'Aca- 
démie, du  inonde  savant  et  des  Ingénieurs. 
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